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SUR QUELQUES THÉORÈMES GÉOMÉTRIQUES 279

Il faut toutefois remarquer que le théorème A ne subsiste pas

pour m 1. Il résulte en effet

n^dh sl9 + » cosJ= IlCOsJ
h= 0

c'est-à-dire :

La somme (algébrique) des distances d'un point aux côtés

d'un polygone régulier est constante pour tous les points du

plan.

II. — Le théorème C.

Venons maintenant à la démonstration du théorème C.

Faisons passer l'axe des x par l'un des sommets du tt-gone;

les coordonnées des sommets seront alors

cos^ sin —- (h 0, 1, 1)

n n

et les carrés des distances du point y) ou (p, cp) aux sommets

seront
/ 2h,TC\2 / • 2/i7T\2

rh («- COS—) + (2/-sin—)
/ 2hiz

p2 + 1 — 2pcos — + y sin — j
21nz\

p2 + 1 — 2 p cos I •— 9 + — J
'

Il s'en suit:
n-l m

2 (-1)' 2isipi(p2 + 1)m_1 •

h=0 1=0

Or, si m < n, toutes les sommes st d'indices impairs sont

nulles et toutes celles d'indices pairs sont positives; il résulte
71—1

que 2 est un polynôme en p à coefficients positifs et
7i=0

dépendant seulement de n. L'équation
71-1

2 const. pn < n)

h=0
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a donc tout au plus une racine positive, et le lieu géométrique
qu'elle représente est constitué par une seule circonférence (réelle)
au plus.

Le théorème C est vrai non seulement pour les puissances

paires inférieures à n, mais même pour celles inférieures à 2n.

III. — Sur quelques polygones plans équilatères.

Losange. — Prenons comme origine des coordonnées le centre
du polygone, et comme axes cartésiens obliques les parallèles
à ses côtés; et soit X l'angle des deux axes. En désignant par S

la demi-longueur des côtés, les équations normales des côtés

sont
± s + a o ± y -f S o

Il suit de là

3

2 4 l* + 8>2 + (— * + 8>2 — S)2

h=0
2 (x2 + y2+282);

3

V 4 (X + sr + (-X+S)3 + (y + 8)3 + (- 8)3
s,n

fc=o
2 8[3 (x2+ y2) + 2 82]

3 3

Les lieux 2^ const. et const, sont donc des
h=0- h=0

ellipses, dont les diamètres parallèles aux côtés du losange

sont conjugués et ont égale longueur.
n-1

Pour tout polygone équilatère ou non, les lieux 2 d\ const.
h=0

sont des ellipses. En effet, le premier membre est une fonction

quadratique de x1 y, qui, par sa nature, ne peut représenter

qu'une conique bornée.
Si le polygone a deux axes de symétrie orthogonaux, on

n-1

vérifie aisément que les lieux 2 ^h son^ aussi des ellipses.
h= 0

Pour tönt polygone équilatère la somme des distances d'un

point aux côtés est constante pour tous les points du plan.
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