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8 , H. LEBESGUE

3 — ENoNCcE pu PROBLEME CONDITIONS D EXISTENCE
DU LIEU.

Etant données une circonférence v; une droite d, une cons-
tante non nulle %, étudions le liew C des points M tels que Pon
ait: |

me,w=:ijﬂ (7)
La famille des courbes C contlent les coniques.

Si ce lieu existe, il admettra pour axe de symétrie la perpen-
diculaire oz abalssee du centre o de vy sur d.

Soit A une droite faisant 1’angle ¢ avec wz et rencontrant -

d au point K; pour M sur A, Md, ¢’est-a-dire la longueur de Md,
égale MK cos ¢, donc les points d’intersection de A et de G
sont ceux o A coupe la courbe définie par la relation

2(M, v) = k cos?o MK . (8)

Cette courbe est un cercle Z du faisceau y, K, ou exception-
nellement ’axe de ce faisceau. .

Les points cherchés existeront si cette circonférence auxiliaire
Z existe et coupe A. Pour le cas ou A passe par w l'existence
de Z est seule en question.

Or, d’apreés (6), elle existe sauf si lon a:

i D
k(rtcos?o — wd) > r?

r étant le rayon de v.
Quant & C, elle existera sauf si 'inégalité précédente était
verifiée quel que soit ¢. Or, la parenthése devenant négative

our ¢ assez voisin de Zil faudrait k% < 0 et ceci exigerait alors
P ¢ 2 g

que la parenthése soit toujours négative, d’ou

od = longueur de wd > r .

Enfin, comme la plus petite valeur du premier membre est
atteinte pour ¢ = 0, le lieu C existe sauf si l'on a d.la fois:

wd>r klod —rm) Fr2<0 .. (9)
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Pour wd — r la seconde inégalité ne peut étre vérifiée; pour
ol >r et k(od —r?) + =0, C se réduirait & un point,
au pole H de d par rapport a . 11 était donc légitime d’écarter
comme nous 'avons fait le cas ou les inégalités se transforme-
raient en égalités.

4. — CONSTRUCTION PAR POINTS ET PAR TANGENTES.

Pour construire C on prendra une droite A que lon fera
varier contintiment. Choisissons ¢ = 0, done prenons une
droite D paralléle & wx et dont nous ferons varier le pied H
sur d. La relation (8) devient: |

2

oM, y) = kMH . (10)

"Pour k = 1, cette relation -définit une droite I', d’ot un
point M sur D. Ainsi, pour k = 1, C admet un point et un seul
sur toute droite D paralléle @ ox; nous dirons que C est para-
bolique. | 4 - A

~ Pour k == 1, la relation (10) définit une circonférence I" dont
I le centre est le point Q de Hw tel que

B g, . (11)
QH - |

Done, quand H varie sur d, Q décrit la perpendiculaire Oy
4 Owz qui est ’homothétique de d par rapport & o et dans le
rapport ~

—= T 1k | | (2)

Les deux points M et M’ de C situés sur D sont, quand 1ls
existent, symétriques I'un de Pautre par rapport- & Oy; ainsi,
pour k == 1, la courbe C a un centre O et deux axes de syméirie
rectangulaires Owz, Oy.

Reprenons une droite A quelconque; ses points de rencontre
avec C sont sur la circonférence Z définie par (8). Mais tous les
points communs & C et & Z, vérifiant (7) et (3), sont tels qué
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