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SUR LES DIVISIONS SEMBLABLES TRACEES
SUR LES COTES D’UN TRIANGLE

PAR

R. MarcuAY (Rouen).

. — THEOREME GENERAL.

1. Soit un triangle A.B.C., L.M.N., des points mobiles qui
déterminent respectivement sur les cotés a, b, ¢, des divisions
semblables.

Soit V un point quelconque du plan. Faisons une inversion
de pole V:a, b, et c, se transforment en trois cercles a’, b’, ¢’;
ceux des cercles L. M.N. ou I qui passent par V, se transforment
en des droites. )

Accentuons: les inverses L', M/, N’, de L, M, N, appartiennent
a des divisions homographiques, sur a, b, ¢, qui ont V pour point
commun. I1 en résulte que les cercles M'.N".A’. et M’'.L'.C’.
passent respectivement par des points E et F distincts de A" et C/
et qui ne dépendent que de la position de V.

A tout point M’, correspondent deux intersections du cercle
E.M’.N’.A. avec ¢, ’enveloppe de M'.N’. quand M et N. sont
supposés décrire seuls les divisions données est donc une conique.

De méme I’enveloppe de M’.L’. quand M et L sont supposés
décrire seuls les divisions données est une conique.

"1 en résulte que L', M’, N’, ont quatre systémes de positions
en ligne droite, et, par le point V passent au plus quaitre cercles I

9. — On en conclut que Uenveloppe de la corde commune au
cercle T' et & une position fize T'y de ce cercle est une courbe de
troisiéme classe au plus.
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3. — Il y a trois systémes de positions L.M.N., en.ligne
droite, deux sont en général & distance finie, nous les désignerons
par A, et A,; la troisiéme est la droite de Pinfini. Si le cercle I
correspondant coupe les cOtés en trois autres points & distance
finie, ces points sont en ligne droite, et nous dirons que le systeme
est convergent. Dans le cas contraire, nous dirons quil est
divergent. |

Avant de passer & I'étude des systémes convergents, nous
examinerons quelques propriétés des droites de Simson géne-
ralisées. |

II. — DROITES DE SIMSON SOUS UN ANGLE QUELCONQUE.

4. — Les projections sous ’angle ¢ d’un point du plan d’un
triangle sur les cOtés et les projections (mw — ¢) de son inverse,
sont sur une méme circonférence. Si I'inverse est & 'infini, ce
cercle devient la droite de Simson, sous I’angle ¢ du point donne.
Le lieu des points qui ont des droites de Simson sous un angle
quelconque est le cercle circonscrit (J. de Vuibert, 37 année,
p. 49).

5. — Les points dont les droites de Simson (@) passent par
un point Q sont sur une hyberbole passant par Q, par un som-
met A, et, admettant pour directions asymptotiques, celles des
projetantes (o) sur les cotés B.A. et C.A.

Cette conique coupe le cercle circonscrit en trois autres points.
Done la condition de convergence des droites de Simson () de
irois points S, S,, Ss, est que S,, Sy soit antiparalléle ¢ A.S. par
rapport a Uangle B.A.C., dévié de 'angle (— o).

6. — Soient, s, s,, S5, « les distances angulaires dirigées de
5, S,, S;, A, & A par rapport au centre O du cercle circonscrit.
A’ étant 'extrémité de la corde AA’ paralléle 4 B.C. — Par A,

je méne la corde AS; paralléle & S,, S3; ou a, le rayon étant pris

pour unité, Sz S, = 83.
La condition de convergence est alors que AS; et AS, soient
antiparalléles, etc... C’est-a-dire que I'on ait |

—

$,B— o = ¢ —8;C
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— —BA + AC — s, — 5, — 83
et
= N N
31—%—82+s3+2<p=AB+BA’:AA’=oc
S, + 8y + 85+ 20— =0.

Résultat qui généralise la formule donnée par M. Boulanger
(N.A., 1919, p. 22). | ’

III. — SYSTEMES CONVERGENTS.
7. — Soient 1, m, n, des constantes proportionnelles aux
éléments homologues des trois divisions du n°® I.
Si ’on a
al + bm + en = 0, (1)

il existe toujours, en vertu du theoreme des projections, une
droite D et un angle ¢, tels que les projections () sur les cotes,
d’un point S de cette droite, déterminent les trois divisions
proposées. |

S, S,, étant les intersections de D avec le cercle circonscrit,
les droites A;, A, du systéme sont les droites de Simson (@) de
ces points. | ~

Si S se transporte & U'infini, en vertu du n° 11-4, le cercle de
rayon infini correspondant, se compose de la droite de 'infini et
de 1a droite de Simson (x — ¢) d’un point Sz tel que AS; soit
antiparallele & D par rapport a ’angle B.A.C.

Désignons par & cette droite de Simson. On voit qu’elle est
la méme, que S s’éloigne indéfiniment dans un sens ou dans
'autre. |

L’équation (1) constitue donc une condition suffisante de conver-
“gence du systéme. |
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8. — Soient A/, u’, v’ les angles dirigés de D avec a, b, ¢. On a
sin- (N —g) _ sin- (p—¢) _ sin- v —q) . ‘
= = , : (2)
[ m n

Soient dans un systéme quelconque suppose convergent Ay ey V
les seconds points d’intersections de I' avec a, b, ¢; on a

A, w, v sont alors en ligne droite, désignons par les mémes lettres
les angles que fait cette droite avec les cOtés, on a

sinyv _ Ap _ n
simp Ay m
On aurait de méme
sin A - i
sin @ m’
sin A sin sin
=80 (3)
l m n
Or-
asin: A+ bsin-p+esin-v=20,
done ‘

al + bm + ¢cn = 0,

ce qui prouve que la condition (1) du n° 7 est nécessaire.

La droite A wv est la droite 3 du systéme.

La comparalson de (2) avec (3) montre que & est parallele &
toute droite qui fait avec les cOtés, les angles (A — o), (1" — 9),

(v' — o¢), done
(D, 3) =

9. — La formule (1) est la condition nécessaire et suffisante
pour que le moment de la vitesse du barycentre L.M.N., par
rapport au point de Lemoine soit nul. La condition nécessaire
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et suffisante de convergence est donc que le barycentre L. M. N.
décrive une droite qui passe par le point de Lemoine.
La condition peut encore s’écrire

Isin-A+msin-B +nsin-C =0

et sous cette forme, elle s’applique au cas o les cdtés passent par
un meme point.

10. — Nous arrivons, maintenant, & la propriété capitale des
systémes convergents.

Soient, V un point quelconque du plan; L, . M, .N;., trois points
homologues fixes du systéme; L, M, N, trois points homologues - §
quelconques.

Je fais une inversion de péle V, en adoptant les notations du
n° I —L’.M’., M".N’. enveloppent respectivement les coniques
(C) et (A).

Soit zz’, zz" les positions limites de ces droites quand L est a
Pinfini, A, yy, les angles de zz’, avec a et b; ., v, les angles de zz’
avec b et c. On a

L,L L,V

=7 T ) (1)
L,L I.V.

M, M _ MYV @)
M, M’ MV’ |
SIS (3)
N, N N'V

(1) et (2) donnent

MYV LV _ MM LT
L'V M,V MM L

H

MV M,V x M;M ! ~
L’V == 7R X ;l ? (4)
L,V x L, L
or, a la limite, si L est & I’infini
LL =TV, | (5)
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d’un autre coté

/N ‘
sindy _ o sinMLYV L MV o)
sin o, * - L'V

N sin L’'M’'V
et d’apres (4), (5), (6)

osind . MV-MV 11 ”
sin y, LV-LV m m )
A=X, g =g - (9)

On aurait de méme p, = w, v, = v, done zz’ et zz’ se confondent
avee une paralléle & 9. |

Les-deux coniques (C) et (A) ont cette paralléle pour tangente
commune. Le cercle I' correspondant est une ligne droite qui.
passe par V et se confond avec xz; il peut étre exclu du groupe
des quatre cercles I' qui passent en général par V.

Donc: dans tout systéme convergent, Uenveloppe de la corde
commaune au cercle variable I" et a une position fixe T, quelconque
de ce cercle est une conique X tangente o A,, A, et 3.

IV. — SYSTEMES ORTHOGONAUX.

11. — SiA;, A’et & passent par un méme point Qla conique X
se réduit & Q et, par suite, la corde commune & I' et I'y passe
constamment par ce point.

Donc dans tout systéme convergent, si Ay, A" et 3 passent par
un méme point, le cercle I' reste orthogonal & un cercle fixe, ayant
pour centre le point d’intersection de ces trois droites.

Nous dirons alors que le systéme est orthogonal.

12. — Soient I, m, n, les trois parametres définis au n° 7, et
satisfaisant & ’équation (1) de ce numéro. |

Proposons-nous de construire un systéme convergent ortho-
gonal, I'angle ¢ étant arbitraire. - :

La direction 3 est donnée par les equations (3) n° 8 et § se

trouve comme étant une droite de Simson (r — ¢) de direction
donnée.
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Soient () ’intersection de A, et A,; S, S, les intersections de D
avec le cercle circonscrit O, S; le troisitme point dont la droite
de Simpson (@) passe par Q; et A, cette droite. (D, ) étant un
angle égal & ¢, la direction D est connue. Le point S; est donné
alors par le théoréme n° 5, et Q) est déterminé comme intersection
de A; et de 3 puisque 3 doit passer par €.

S;, S, sont alors les intersections de O avec une conique qui
passe par S,, Q etc... (n° 5, 1€r alinéa).

- Si = + g— il n’y a qu’une position de Q et par suite de D, le
systéme se trouve alors parfaitement déterminé.
Si @ = %les droites A, et 3 coincident, et il y a une infinité

de positions pour D; ce qui démontre le théoréme de Lemoyne
dont le cas précédent est une généralisation.

13. — On peut se demander maintenant si cette généralisation
n’est pas illusoire, en d’autres termes si le cercle variable I' n’est
pas toujours circonscrit au triangle podaire ordinaire d’un point
qui décrit une droite ou une conique circonscrite.

Or si L, M, N, étaient les projections orthogonales sur a, b, c,
d’un méme point, les projetantes seraient tangentes & une conique
de foyer S et dont le cercle principal aurait pour rayon celui de I
multiplié par cos - o.

Cette conique aurait trois tangentes qui passeraient par un
meéme point.

En outre le point qui a L. pour projection sur a, et le second
point d’intersection de I' avec b, pour projection sur b, ne
décrit pas en général une droite.

Donc, les cas ou @_ig— sont bien distincts de celui de

Lemoyne.

V. — AUTRE GENERALISATION.

14. — Par un point donné ne passent que trois positions du
cercle podaire d’un point qui décrit une droite. Cecl résulte du
n° ITI-10 puisque les projections du point sur les cOtés deter-
minent un systéme convergent.
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Ces cercles podaires ne peuvent done que trois a trois, avoir
deux points communs.

15. — Proposonsi-nous de chercher le lieu d’un point M dont
le cercle podaire reste orthogonal & un cercle fixe G du plan d’un
triangle. ‘

Ce lieu coupe en n points une droite quelconque D ne joignant .

' pas deux points inverses du lieu. Les cercles podaires de ces

points sont orthogonaux & C, ils sont en outre orthogonaux au
cercle, défini par le théoréme de Lemoyne, relatif a D.

Or les n cercles sont distincts puisque aucun des points
correspondants n’a son inverse sur D.

Ayant deux cercles orthogonaux communs ces cercles formant
un faisceau, et, par suite, ont deux points communs.

Donc n = 3, d’apreés le n° 14.

Il en résult'e que:

Le lieu d’un point du plan d’un triangle, dont le cercle podaire
reste orthogonal a un cercle arbitraire du plan, est une cubique qui
est & elle-méme son tnverse trmnﬂulaare el qui, par suite, -est cir-
conscrite au triangle.

16. — Réciproquement:

Dans tout triangle, le cercle podaire d’un point qui décrit une
cubique confondue avec son inverse, reste orthogonal @ un cercle fixe.

En effet soient y cette cubique et M, N, P, trois points de
celle-ci tels que deux d’entre eux ne soient pas inverses 'un de
autre.

Leurs inverses M’, N’ P’, appartiennent encore & v; soit C le
cercle orthogonal aux cercles podaires des points M, N, P.

Le lieu d’un point dont le cercle podaire reste orthogonél a G
est une cubique v, circonserite au triangle et passant par M, N, P,
— M’, N’, P’. ‘

La oublque Y1, @ donc 9 points communs avec v; il en résulte
que les deux cubiques coincident.
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