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LA COURBE DE LHOPITAL 179

circulaires réelles du plan, et donner leurs propriétés essentielles.
Les résultats obtenus en ce qui concerne les « décompositions
canoniques » en produits d’inversion sont résumés par les
schémas de la figure 20. [Les pdles sont marqués par de gros
points; l'inversion simple I est représentée par un cercle en
trait gras, car tous les points de ce cercle sont doubles; pour
distinguer I' de son inverse, il faut numéroter 1 et 2 les deux
cercles correspondant a une méme transformation simple
composante.]

Le tableau page 177 résume I’ensemble des propriétés inva-
riantes des différents types I

En terminant remarquons que toute la théorie précédente
s’applique aux transformations circulaires sur la surface d’une
sphére. (Bien entendu, il n’y a plus de foyers & considérer.)

LA COURBE DE L’HOPITAL

PAR

E. TurrierReE (Montpellier).

1. — LA COURBE DE PRESSION CONSTANTE.

La question de la courbe plane de pression constante pour
le mouvement sur elle, sans frottement, du point pesant,
a été nettement posée par Jean BErNouLLl dans une lettre
adressée & LEIBN1Z ! en janvier 1695 (curca aequabilis pressionis)
et dans une seconde lettre, encore adressée & LEIBNIZ, en
février 1696; Jean BErNovuLLI indiqua équivalence du probléme
et de celui du pendule a fil de tension constante. Il signala, sans
explications ni calculs, que la courbe peut étre algébrique ou
transcendante. Il reposa une troisiéme fois les mémes questions
dans une piéce des Acta eruditorum de 1696 2.

1 G. G. LesN1TII €6 Joh. BERNOULLI, Commercium, philosophicum et mathematicum.
I, p. 30 et 134.

2 Acta eruditorum (Supplementa, t. II), 1696, p. 291.
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Mais le probléme ne fut résolu qu’en 1700, par le marquis
de I’'Hopital, qui donna 1’équation et quelques propriétés de la
courbe dans le cas ou elle est algébrique, ¢’est-a-dire lorsque la
pression reste égale au poids du point matériel et qui se borna
indiquer que, dans le cas général, la courbe est transcendante;
lorsque la pression est inférieure au poids, la transcendance est
due a la présence de fonctions logarithmiques; lorsque la pression
est supérieure au poids, les fonctions transcendantes lntrodultes
sont des fonctions circulaires.

L’HopiTAL! donna, & la similitude prés, I’équation suivante
de la courbe & pression constante

52 =20y —Vy —1)-Vevy —1 ;

I’axe 'Oy étant, dans sa figure, la verticale descendante. I1 suffit
de poser

dans cette équation, pour obtenir les expressions paramétriques
de la quintique.

Cette courbe, qui a l'allure d’un folium & branches para-
boliques, n’est autre que la courbe du looping the loop.

Enfin, M. L. LEcorNU 2 a repris, en 1903, I’étude de la courbe
a pression constante et il a montré que le mouvement sur
I’hodographe était le mouvement képlérien des planétes.

2. — ETUDE DE LA PRESSION DANS LE MOUVEMENT SANS
FROTTEMENT DU POINT PESANT SUR UNE COURBE PLANE
SITUEE DANS UN PLAN VERTICAL.

L’axe Oy étant la verticale ascendante, I'intégrale des forces
vives est tout d’abord
| 02+ 20y = 0 ;

¢y est la vitesse au sommet (la vitesse minima).

1 DE L’HOrITAL, Solution d’un probléme physico-mathématique. Mémoires de
mathématique et de physique tirés des regisires de I’ Académie royale des Sciences (Paris)
de 1700, p. 9-21.

Histoire de I’ Académie royale des Sciences, 1700, p. 78-87.

P. JurLIEN, Exercices de Mécanique, t. I, 1886, p. 406.

A. DE SAINT-GERMAIN, Recueil d’exercices de Mécanique rationnelle, 1889, p. 285-289.

Gino. LoriA, Curve piane speciali algebriche e trascendenti, t. II, 1936, p. 164.

2 L. LEcORNU, Bulletin de la Société mathématique de France, 16 décembre 1903.

Cours de Mécanique, t. I, 1914, p. 337-341.
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Soit o D'inclinaison sur I'horizontale Oz de la tangente & la
courbe au point considéré; soit mgN la réaction normale.
L’équation intrinséque

2
-n;—o = mgN — m gcos o
donne ’expression de N:
, : o 2
N = cosa + A .
8P
en fonction de la vitesse ¢, de I’angle « et du rayon de courbure p
de la courbe.

Prenons pour axe Oz la droite qui permet de mettre 'inté-

grale des forces vives sous la forme réduite suivante:

o'+ 2gy = 0 ;

R

o ’x
.—

0
. ./
\. i #

la vitesse serait théoriquement nulle aux points de rencontre

§ de la courbe et de cet axe Og, qui est done une directrice de la
courbe. |

L’ordonnée y de tout point de I'arc utile de la courbe est
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nécessairement négative (y < 0). L’expression de la réaction
prend ainsi la forme |

2
N=c05a——p?i.

(N est ici le rapport de la réaction au poids). Cette formule
est explicitement donnée par L’HOPITAL, qui la prend précisé-
ment pour départ de la solution du probléme de BERNOULLI.

Nous ferons observer que cette formule générale pour la
réaction normale s’écrit aussi sous la forme suivante

‘ 1
N = E(y{*'—gy) ’

en introduisant Pordonnée y, du centre de courbure associé
~au point M: | |
yg, —— y — p COS o .

Prenons encore, sur la normale en M, un point H situé de
autre c6té de M que le centre de courbure y et tel que

MH 1
M w 2

Le point que j’ai nommé P'orthocentre-limite dans I’étude du
triangle évanouissant formé par trois tangentes infiniment
voisines d’une courbe® est précisément le point H ainsi défini.

Soit H, la projection orthogonale de ’orthocentre-limite H
sur I’axe Oz des points ou la vitesse serait nulle.

La formule générale de la pression (mgN) devient:

N = 2. HH, .
P

J’en ai indiqué une application immédiate au mouvement
parabolique, dans le mémoire cité. |

1 E. TURRIERE, Sur un cas de dégénérescence de la géométrie du triangle. Bulletin
de la Société mathématique de France, t. LXIII, 1935, p. 211-226 (paragraphe 6, p. 218).
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8. — ETUDE DE LA DERIVEE DE LA PRESSION.

Partant des formules

()2
02+2gy=v?,, N=cosoc+g,

nous obtenons par dérivations

dy .

i = 0
vda—{—gpsmoc ,

AN sin +2odo_o_2£l_p
do * ge ge?do’

dN 3¢ do vz dp
do gpda  gp?da

d’ou finalement:

Mais

et, par suite aussi:

.@_i[zd_“]
¥ de  dal® det | -~

¢ et « sont précisément les coordonnées polaires du point qui
accompagne le point M et qui définit, par le lieu des positions
successives qu’il occupe, 1’kodographe du mouvement 1.

Dire que le mouvement sur I’hodographe de Hamilton est
effectué suivant la loi des aires c¢’est interpréter la condition

v2% = constante .

1 HaMmiLTON, le premier, appela ’attention sur intérét présenté par 1’hodographe.
Il a mis en évidence la propriété des mouvements célestes d’étre représentés par des
hodographes circulaires.

Plus récemment, G. DArRBOUX tira parti de I’hodographe pour écrire élégamment
les équations relatives aux trois intégrales de Laplace. .

Sur les trois intégrales de Laplace, Bulletin astronomique, 1886, t. V, p. 89.

Voir aussi: F. TISSERAND, Traité de Mécanique céleste, t. I, p..121.

G. ScHOUTEN, Niew Archief vor Wiskunde, 1876, t. .II, p. 76-96.
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Et, par suite, la formule précédente conduit a mettre en
évidence les courbes a pression constante par le théoréme
suivant:

Si, dans le mouvement sans frottement d’un point pesant sur
une courbe plane, la pression est constante, le mouvement sur
I’ hodographe est effectué sutvant la loi des aires et réciproquement.

Dans ce cas (N = const), la vitesse satisfait aux équations

survantes:
3 = Cp .

=S, 1
g N—cosa

.
?

cette derniére relation exprime que, dans le mouvement du point

pesant sur la courbe de pression constante, I’hodographe est une

conique de foyer O. |
I’excentricité de la conique est:

1 poids du point matériel

e — — —

N pression constante

L’hodographe sera une hyperbole, une parabole ou une
ellipse suivant que la pression sera inférieure, égale ou supérieure
au poids du point matériel.

Si la presston constante est supérieure au poids du point matériel,
hodographe du mouvement est une ellipse, parcourue suivant la
lot du mouvement képlérien des planétes. |

4, — EQUATIONS GENERALES DE LA COURBE
A PRESSION CONSTANTE.

Si I’équation de la tangente courante est mise sous la forme
x cos ¢ -+ ysin ¢ = @, les expressions des coordonnées du
point courant d’une courbe semblable & la courbe de pression
constante sont

_ o [ sinode . —1
T= 2L/.(a—l—sincp)?'.’ y—(a—l—sincp)2'
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a n’est autre ici que le rapport N de la pression au poids
(e > 0). L’expression du rayon de courbure g en fonction de ¢

est:
3/

p= e = 2]y [ .

La courbe ne présente aucune inflexion.
La loi du mouvement est: '

t~V2f+—sm<p)‘
)

I’hodographe étant une conique'de foyer O, d’exkcentricité; =,

décrite suivant la loi du mouvement d’une planéte.
On a en outre:

1 do dcp
2% = af(a sin ¢)3 —/ (@ + sin )2

d. L ) . . . .
—g:—,cotgcp, Z—z:——pﬁln@', . %’T‘“‘PCOS(P

La courbe admet un axe vertical de symétrie (changer o
en — o); ellé n’a pas d’inflexion & distance finie.
L’intégrale

1 — /“( .dx»

o (a + sinz)”

satisfait & la relation de récurrence suivante:

(n+ 1) (1 —a)T, 0 +a(@n + 1)1, , —nl = — '(‘ +Cos‘x) .
_ o sin'z
,Io = _
' cosxz
(a2 —— 1)12 = (ZIl -+ a‘_}_smixnx
2(@—1)I; = 3al, — 1, o io%ﬂ

d’ou Pexpression de I’abscisse z:

(az—-j.)zx == 3a . Il +

COS . . -
@ sing (420 +0) + (0t + 2 siniq] .
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Quant & @, distance de O & la tangente courante, cette fonction
de @ a pour expression: ~

1 do
a + sin @) cos®q

G)::———coscpl/.(

Ainsi que I’avaient indiqué Bernoulli et reconnu DE 1L’HoOpiTAL,
la courbe s’étudie soit au moyen des fonctions trigonométriques,
soit au moyen de la fonction logarithmique. Deux formes
distinctes en découlent pour la courbe, qui est soit un ovale,
soit une courbe & branches paraboliques. La courbe algébrique
de 1’HopITAL est intermédiaire entre les deux types de courbes
transcendantes.

5. — LA COURBE DE L’HOPITAL.

Dans un précédent article * sur diverses courbes algébriques,
j’ai mentionné cette intéressante courbe unicursale du cin-
quiéme degré, qui est une courbe de direction. Ses équations,
a un facteur prés de similitude, sont

] _
x=2,<u—-%>, y = —(1+u)2<0,
4 2
— 3 - b
S 2u—l—3u+5u.
3
o= (1 +udr, p=Ilyl*.

Les équations respectives de la tangente et de la normale
au point courant sont:

6
2uX+(1——u2)Y=%_+u4+3u2__,1 ;

1—ut)X —2uY = 2u<%—.u° -+ %u"‘ + u? +’2> .
La courbe a la forme dun folium, sans asymptote. Elle
admet un point double sur l'axe de symétrie Oy, * = 0,

-1 Notes sur des courbes spéciales algébriques. Anais da Faculdade de Ciencias do
Porto, t. XX, 1936. ‘
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y = — 2(3+ 4/5) = — 10,47; ainsi qu'un point isolé intérieur
3 la courbe: z = 0, y = — 2(3 — 4/5) = — 1,528
Elle admet un foyer F( =0,y = ———85—) auquel est associée

la directrice Oz. L’équation focale entre le rayon vecteur
r = FM. du foyer et la distance D du point M a la directrice

est: o
9572 = D2(44/D + 5) .

D’ou résulte I'équation de la courbe:

(25 2% + 20y? + 80y + 64)2 + 16y5 = 0 .

En introduisant I’angle « d’inclinaison de la tangente au
point courant sur ’horizontale

. oL
U = — tangi ,
Pexpression de la courbure devient:

1—cos65
ez

La développée est représentée par les équations: -
3
£ = —4u3<1 + —u2> ,
“\" T 5
M = ub—3u2—2 = (u? + 1)2(u? —2) ;
le rayon o’ de courbure de la développée a pour expression:

o’ = 3u(u? + 1)3

='3tg% X

cosb —
2

6. — MOUVEMENT D’UN POINT PESANT SUR LA COURBE
DE L’HOPITAL.

| Soit ¢, la vitesse au sommet de la courbe. Posons

g =2gh, k>0,
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L’équation du mouvement sur la courbe est:

k3
_t—f (1 + u?)?
2 ' Vut + 2u + h

du ;

la pression est

N=.1+2h;p1.

Dans le cas, h = 1, ¢y = 4/2g, N = 1. La pression pour
cette valeur particuliére de la vitesse initiale est bien constante
et elle reste égale au poids.

La loi du mouvement est alors:

g, _ . u
\/2t—u+3,

comme dans le cas du mouvement parabolique des comeétes.
L’hodographe est, en effet, dans le cas N = 1, une parabole
de foyer O.

7. — DE LA QUADRATURE DE LA RADIALE DE TUCKER.

De I’Hopital donne la longueur d’un arc de la quintique,
ainsi que Pexpression de P'aire qu’elle délimite. Il évalue I’aire
comprise entre la courbe, sa développée, I'axe de symétrie et

une normale courante: en d’autres termes, 'aire balayée par
le rayon de courbure dans le déplacement du point deputs le
sommet u = 0 jusqu’d une position quelconque u.

En observant que cette aire X est constituée par des
triangles élémentaires ayant leurs sommets aux centres de
courbure et ayant pour bases les arcs infiniment petits de la
courbe, c’est-a-dire ayant pour aire

1
2da

(2 des infiniment petits prés d’ordre supérieur), il est manifeste
que, d’une maniére générale, pour une courbe plane quelconque,
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le quadrilatére mixtiligne envisagé a pour aire 1’expression
suivante: :

1 A
= — 2 M
b 2./pdlcx,
31

les limites a, et a, de 'intégrale correspondent aux inclinaisons
sur la verticale des deux normales limitant ’aire 2 considérée.
% est donc laire de la radiale (p, &) de la courbe.
Dans le cas de la courbe de L HOPITAL la radiale de TUCKER
a pour équation polaire

e 1
e cos 5 .
u
. ? du -
22k = 2/(1+u2)6- 5 1
00312 e 1+u

0

> = [ [+ updu ;

0

d’ou I'expression entiere en u de X, correspondant & celle trouvée
par de L’HOPITAL.

8. — RELATIONS AVEC LES COURBES DE RIBAUCOUR.

La courbe & pression constante satisfait a la condition

AP=WI%. (A = const.)

De leur c6té les courbes de Ribaucour satisfont & une relation
plus générale

En général
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et, par suite, la condition précédente se met sous la forme:

sinado = Ay *dy

d’ou:
Ayi—'/.
41— A

+ cos o« = const ;

¢’est-a-dire
1

—h

(=

y = B - (cosa + h)

Pour & = 0, nous retrouvons les courbes de Ribaucour; pour

A=+,
de courbes ont en commun les paraboles de directrice Oz.
Jean BERNOULLI et le marquis DE L’HOPITAL avaient signalé la
propriété des trajectoires balistiques du point pesant de pouvoir
étre considérées comme des courbes particuliéres & pression

constante.

les courbes de pression constante. Les deux familles

9. — [IMAGE DE COURBURE DE MINKOWSKI.

Une courbe plane (C) étant définie par sa tangente
xcosp + ysing = @

et son rayon de courbure p ayant ’expression

p =0+

de? ’

I'image de courbure! de Minkowski de cette courbe («Das
Minkowskische Kriimmungsbild ») est, par définition, I’enveloppe
de la droite |

1
xcose + ysing = p .

1 BOLMER, Ueber elliptisch-konvexe Ovale. Mathematische Annalen, LX, p. 256-262
H. MourMANN, Ueber bestindig hyperbolisch gekriimmte Kurvenstiicke. Matk.
Annalen, LXXII, 1912, p. 593-595. ‘
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Le rayon de courbure de ’'image de courbure est donc p,

7
o = %9_3(9924— 3pp” + 407,
o' et p” désignant les dérivées premiére et seconde de p (o).

L’image se réduit & un point lorsque la courbe (C) est une
parabole (p; = 0).

Dans le cas de la courbe d’égale pression, I'image de courbure
de Minkowski de cette courbe est l’enveloppe d’une droite
d’équation | | :

-xcose + ysine = k(a 4 sing) ;

Pimage est ainsi une circonférence. Cet exemple est de ceux qui tr
illustrent le mieux la théorie des images de la courbure.

10. — MOUVEMENTS D’UN POINT MATERIEL, DANS LE PLAN,
SUIVANT LA LOI DES AIRES SUR L’HODOGRAPHE.

L’étude de la courbe de pression constante dans le mouvement
du point pesant pose la question des mouvements avec loi des
aires sur 1’hodographe.

La condition est:

s do

v2— =— (G = constante .
di

avec ses formes équivalentes:

d 3
wv==0C-p, p2<g%> = const ,

d’ou la loi du temps correspondante:

. 2
nt=t/.p3doc :

%0

7 est une constante. Cette intégration est donc attachée simple-
ment & I’équation naturelle de la courbe trajectoire du point
matériel, et a sa radiale de Tiicker.
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Si la radiale est représentée par I’équation. polaire
p = fla) »

I’hodographe du mouvement a, dans le cas actuel, pour équation
polaire
P =G-f(a) .

" Les deux courbes, la radiale et I’hodographe, se correspondent
par une transformation ponctuelle sur le rayon vecteur:

rP=0C-¢.

Exemples. — 1° Correspondance entre cercles concentriques.
% A une parabole de foyer O, dont la radiale est la courbe

pcosPa = a,
correspond l’hodographe 'd’équation polaire :
r cos 6 = const ,
¢’est-a-dire une droite.

30 A une conique de foyer O
3

o = p(1 — e? cos? «) %

correspond un hodkographe qui est une conique de centre O:

r\/i — e2 cos2 0 = const ;

22 (1 — e?) — y? = const .
40 A la spirale logarithmique d’équation naturelle

p = ae™
correspond I’hodographe

L ms

r = bel .,

qui est une nouvelle spirale logarithmique.
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50 A I’hypocycloide & trois rebroussements

p = asinda,

correspond 1’hodographe d’équation polaire
rP = Asin3a ;

(’est la cubique de Tschirnhausen, caustique de parabole,
inverse d’orthogénide.

60 La spirale d’Archiméde est I’hodographe associé ainsi a
une trajectoire d’équation naturelle

p = o X const ,

¢'est-a-dire & une développante supérieure de cercle.
70 A la chainette

pcosta = a,

correspond 1’hodographe:
' 2

rcos® 6 = const .

11. — PENDULE A TENSION CONSTANTE.

Déterminer la courbe T' sur laquelle il faut enrouler le fil qui
soutient le pendule simple restant dans un plan vertical, pour
que la tension du fil soit constante.

La courbe (I') est évidemment la développée d’une courbe
A pression constante pour le mouvement du point pesant.

L’équation naturelle de la courbe & pression constante est:

—— 2A .
P T Tcosa — Np®

en dérivant, on obtient 1’équation naturelle de la courbe du
pendule & tension constante:

. B sin o
® = Joos o« — N)&

1.’Enseignement mathém., 36me année, 1937. 13
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Dans le cas de la courbe algébrique de I’'Hopital (N = 1),
I’équation naturelle de la développée est :

hd
5

12. — CONCLUSION.

Du point de vue historique, le probléme de Jean Bernoulli
marque une date pour la découverte des principes de la dyna-
mique du point matériel en mouvement sur une courbe imposée.

Jean Bernoulli n’a publié aucune solution; Leibniz n’a donné
aucune réponse. Huygens avait, & la vérité, & la fin de son
De Horologio oscillatorto, indiqué quelques propriétés, mais sans
démonstrations. « Il s’était contenté de faire voir qu’il savait le
secret des forces centrifuges, mais il ne I’avait pas voulu décou-
vrir. C’était une espéce d’énigme qu’il avait proposée aux plus
habiles géométres; Dillustre Newton en avait deviné une
partie... » 1. , |

Les difficultés furent vaincues par ’Hopital, qui détermina la
relation entre la réaction, la courbure et la hauteur de chute
équivalente pour la vitesse acquise. \

Le Mémoire de ’Hopital, sous ce point de vue, est plus impor-
tant que la solution méme du probléme auquel il est consacré.

1 Histoire de l’Acade’mié royale des Sciences, 1700, p. 80.
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