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TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES 159

et les équations de C; sont
2 =z +a, y-——:‘y ‘ (18)

r2 , | . .
¢ = ——= n’est pas un invariant ).
@0 ‘

Conclusion. — Tous les cas possibles ont été examinés. Rete-
nons que toute transformation circulaire directe est la transformée
d'une stmilitude directe par une inversion.

Ce théoréme n’est pas vrai dans I’espace pour les transforma-
tions sphériques. Le théoréme analogue pour les transformations
inverses est vrai dans l’espace, mais non dans le plan.

CaAPITRE [II. — LES TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES
INVERSES. "

§ 8. — On a vu (§ 3) qu’elles sont de la forme C = 1.
Nous allons les. étudier d’une maniére toute semblable a la
précédente, mais les résultats seront essentiellement différents.

- Généralités. — Dans le cas le plus gén,éral, le déplacement @
est une rotation (fig. 11), d’un angle 0 autour d’un point O;

(L)

Fig. 11.
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une droite (L) passant par le foyer objet @ devient une droite
(L') passant par ¥ coupant (L) en un point P, qui, lorsque (L)
tourne autour de ®, décrit le cercle (C) passant par O, @, V.
La transformation C est définie si ’on se donne le cercle (C),
les points @ et W sur ce cercle, et le rayon R du cercle (I) de §
centre @: on peut en effet construire alors ’homologue M" de M, §
qui se trouve sur (L), et vérifie la relation ®M.¥M' = R2.

On vérifie que C dépend de six parameétres.

Le déplacement (@ peut en second lieu se réduire a une transla-
tion £, définie par le vecteur 2 :on a alors ¥ — £ : la droite (L")
est parallele & (L), et I’on a toujours ai/_[‘ﬁ\»l’ = R&,

Enfin le déplacement (@ peut se réduire & la transformation
identique. C se réduit alors.a une simple inversion (I).

Les trois catégories ci-dessus correspondent aux C proprement
dites; pour avoir toutes les transformations circulaires inverses,
il convient d’y ajouter les similitudes inverses: proprement
dites S, retournements D, symétries R. |

§ 9. — Tukorime IX. — La transformation C, st elle ne se
réduit pas & une inversion, admet soit deux points doubles réels,
soit un couple de points conjugués réels. (Rappelons que si G se
réduit & une inversion, elle admet un cercle de points doubles,
et tous les points du plan sont deux & deux conjugués, puisque
la transformation est réciproque.)

Démonstration : 1° Cas général. C = IR.— Cherchons d’abord
les points doubles. Si w est point double de C, il est sur le cercle (C)
et 'on a ®w.Yo = R2 Le symétrique @ de o par rapport a la
médiatrice (D) de @Y est aussi un point double (fig. 12). Si o,
est I’inverse de w dans I'inversion (I), le cercle passant par o, ,,
et @, est orthogonal & (I) et a pour centre le point O: en effet,
son centre doit étre sur la médiatrice (D) de @Y et sur la bissec-
trice de Pw et @@ puisque Pw,; = ®@. D’ou la construction:
mener le cercle de centre O orthogonal au cercle (I); il coupe le
- cercle (C) en w et @ qui sont les points doubles cherchés. Plusieurs
cas sont & distinguer:
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a) O est extérieur & (I); deux points doubles réels;
b) O est sur (I); deux points doubles confondus avec O;
¢) O est intérieur & (I); pas de points doubles réels.

Fig. 12.

Cherchons maintenant s’il y a des couples de points w, @
conjugués, c¢’est-a-dire tels que @ soit le transformé de o, et o
celul de @.

S1 o, @ est un-tel couple, les droites.®w et ¥'@ se coupent en
§ un point M du cercle (C); de méme @@ et Yo se coupent en un
autre point N de ce cercle; cela entraine que les bissectrices des
angles en o et @ sont paralléles, puisque les triangles w®N et

L’Enseignement mathém., 36me année, 1937. 11
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o¥PM d’une part, OM et ®¥'N d’autre part, sont mversement

semblables.
En second lieu on a ®w.¥@ = R2 et ®o. %Yo = R?, d’ou

(I)m ‘FCD co(I)__fD(I)
e oV  o%

Fig. 13.

Il en résulte que les bissectrices dont on vient de parler
coupent la droite ®¥ en un méme point H, et sont par suite
confondues. Donc », @, H sont alignés; comme ils doivent étre
sur un méme cercle du falsceau ayant @ et V' pour points limites,
cette droite est nécessairement (D). » et @ sont donc sur (D),
M et N sont symétriques par rapport & (D) (fig. 13). Par suite
®0 et ®Q sont les bissectrices de Pw et ®@. Il en résulte que
si w, est 'inverse de «, @, celui de @, dans 'inversion de cercle (I),
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le cercle (y) passant par ww, @@;, orthogonal a (I), et ayant
son centre sur ® O, est en outre orthogonal au cercle (C).
Donce |
¥0 - y® = ¢* = yA-yB = v®* — R?.

D’ou

. 000y = (By +v0) Oy = Oy’ — ' —R? ] = R* . (1%
v est I'inverse de O par rapport au cercle (I). D’ou la construc-
tion: par vy, inverse de O, mener le cercle (y) orthogonal a (I),
qui coupe (D) en o et @. Ces deux points sont conjugués dans
la transformation C. Les cas & distinguer sont les mémes que
dans I’étude des points doubles ci-dessus:

a) O extérieur & (I): pas de points conjugués;

b) O sur le cercle (I): par conventlon deux points conjugués
confondus avec le point O; '

¢) O intérieur a (I): un couple de points conjugués o et @.

Le théoréeme annoncé est donc démontré dans le cas de la
B rotation. '

20 Cas de la translation C = I1£. — Le cercle de centre O,
milieu de ®Y¥, coupant (I) dlametralement coupe cette droite
OV en deux points » et @ qui sont points doubles de C. Ces
deux points sont toujours réels (fig. 14).

Le théoréme IX est aussi completement démontré,

Les points o et @, qu’ils soient points doubles ou points
conjugués, seront dits les péles de la transformation C.

La figure formée par les deux foyers et les deux poles admet dans
tous les cas Paxe de syméirie (D).

Nous sommes donc amenés a distinguer trois espéces de
transformations circulaires inverses C, d’aprés la nature de
leurs poles (qui est un caractére intrinséque):

a) Celles de la forme C = I®, ou @ est soit une translation,
soit une rotation autour d’un point O extérieur au cercle (I).
Elles ont deux points doubles réels et pas de points conjugués
réels; nous les appelerons « transformations circulaires inverses
a poles doubles », et les désignerons par le symbole C, pour une
raison qui apparaitra dans la suite;
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b) Celles de la forme C = 10, ou (D est une rotation autour
d’un point O situé sur le cercle I. Ce sont les « C & poles confon-
dus », désignées par G, ; |

¢) Celles ou (@ est une rotation autour d’un point O intérieur
au cercle (I). Ce sont les
«C & poles conjugués»
ou C,. Iei, pas de points
doubles réels, mais deux
points conjugués réels.

Les inversions I, cor-
respondant & @ réduit a
la transformation iden-
tique, constituent un. cas
particulier commun aux
trois especes précédentes.

Remarquons en outre,
dés a présent, que les
similitudes inverses S
rentrent dans les G, les
retournements D dans les
C;, la symétrie R dans
les I.

§ 10. — Similitude
inverse, ou antirotation,
image d’une transforma-

% tton circulaire inverse C.

Fig. 14. | TuEorEME X.— Toute

transformation de pre-

miére espéce C,, peut étre transformée en une similitude inverse S

par une transformation 1" convenable, pour laguelle on peut prendre
en particulier une simple inversion (cf. théoreme VI).

Il suffit, en effet, de prendre une I' ayant pour foyer-objet
I'un des pdles w et @. |

TutoreME XI. — Toutes les S ainsi obtenues sont semblables
entre elles, et ont par suite le méme rapport k (cf. théoréeme VII). .
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Tutorime XII. — Toute transformation de deuxiéme espéce C
peut étre transformée en un retournement D par une T' convenable.

I1 suffit, en effet, de prendre une I' ayant pour foyer-objet le
pole unique O de .

Définition. — Nous appellerons antirotation le produit d’une
inversion par une rotation quelconque autour du centre d’in-
version. Les antirotations jouent, comme on va le voir, un
role symétrique de celui des similitudes inverses.

Tutortme XIIT. — Toute transformation de troisiéme espece G,
peut étre iransformée en une antirotation T par une I' convenable.

I1 suffit encore de prendre une I' ayant pour foyer-objet I'un
des pdles conjugués, soit @. C, devient C, dans laquelle o’ et o
sont conjugués; donc les deux foyers @' et ¥’ de C, sont confondus
avec o'. G, étant d’ailleurs de la forme I'¢®’, le déplacement (2’
ne peut étre qu'une rotation autour de ®'. Donc C,. est une
antirotation T.

TunroriME XIV. — Toutes les antirotations ainsi obtenues a
partir d’une méme G, sont semblables, et ont par suite le méme
angle «.

Remarquons en outre qu’une inversion I peut, si 'on veut,
étre transformée en une symétrie ou renversement R autour
d’une droite.

TutorimE XV (fondamental). — Quand C subit une trans-
formation du groupe I', son tmage S ou T subit une similitude X.

Démonstration tout analogue aux précédentes. Nous la
refaisons, eu égard a I'importance du résultat; prenons par
exemple le cas d’'une C de troisiéme espéce, ayant pour image
une antirotation T. On a:

¢ =Ttcr, T=1J'cs, T = KI1('K ,
d’ou 'on déduit

T = KIrty.r.Jlrgk = 31y
en posant
> =JIrK.
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On voit que X est une similitude, car
o x JITK = TK = oK = » .

% est directe ou inverse, suivant que I' est elle-méme directe
ou inverse. '
Donc le rapport k£ de la similitude image, ou l'angle « de
Pantirotation image, constitue 'invariant de C dans le groupe T.
Une C n’a donc qu’un invariant, alors qu'une C en avait deux.
Les résultats essentiels qui précédent vont nous donner les
propriétés intrinséques des G des diverses espéces.

§ 11. — Etude sommaire des différents types de transformations
ctrculaires inyerses. |

Premuére espéce: Transformations a pdles doubles C,. — On a
Cp, = 109, () étant une translation ou une rotation autour d’un
centre O extérieur au cercle d’inversion (I). Pour la commodité,
 faisons, comme pour les C, I'image de C avec une I' directe, de
foyer-objet @, @ étant le pole situé du coté de ¥ sur le cercle (C).
Prenons ici encore des coordonnées polaires p, ¢ dans le plan-
image, avec pour axe origine des angles ’axe wz de la similitude
inverse S. Prenons également dans le plan primitif les coordon-
nées circulaires ¢ et v définies au § 7. On a encore les relations:

cpzo'—co, p:ar. (6)
Les équations de S s’écrivent:

¢ +te=0, o =rkp, )
d’ou
6 + ¢ = 2¢, , v = kv. (16)

k est un invariant (théoréme XV), mais 6, n’en est pas un.
Appliquons comme précédemment les équations (16) au
point @, de coordotinées

—> —> Do
c = (0o, Qo) , T= 35
dont le transformé est oo, de coordonnées ¢’ = 0, ' = 1. On
m —_— —

a encore k = P9 ot en outre 26, = (P@, Ow) ou 6, = (55, @0).

Do
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La conclusion est analogue & celle du § 9. La similitude image S
est celle qui fait passer de w & @, lorsqu’on "applique au centre @,
avec I'axe @O (cf. fig. 12).

Mais ici la forme de la figure focale, c’est-a-dire du trapéze

. . ! X0
w® @V, n’est pas Invariante; seul le rapport — = k est

invariant. Il en résulte que si 'on transforme C par une I', pour
déterminer C’, il ne suffit pas de donner o’ et @’; il faut encore
donner I’homologue d’un cercle (c) donné, ceci afin de déter-
miner c,. En outre, on peut, si I’on veut, par une I' convenable,
donner au trapéze de base une forme quelconque assujettie

2\ & . ®(‘0 . ’ .
seulement & verifier 7— = k. Par exemple on pourrait le réduire

a la forme aplatie pour étudier plus facilement les propriétés
intrinseques de C; mais cela n’a pas d’intérét. Cette forme
aplatie correspond au cas ou (0, dans C = 1), est une transla-
tion (on vérifie ainsi que ce cas n’est pas intrinséquement distinct
du cas de la rotation).

Revenons a I’étude de G, par sa similitude image: les cercles (o)
sont deux a deux conjugués, et deux d’entre eux sont doubles:
le premier est celui qui correspond a w;z, le second a w;y. Le
premier est défini par ¢ = 0, 6 = o,; c’est le cercle (Q) dont le
centre est le point Q, autre que O, ou (D) coupe le cercle (C).
Le second est le cercle (I') orthogonal a celui-la: 11 a pour centre
le point O. Sur le premier, les segments limités par o et @ sont
congervés; sur le second ils sont échangés. On aurait pu trouver
directement ces deux cercles: (I') est orthogonal au cercle (I)
(L) coupe (I) diamétralement.

Quant aux cercles (7),ils sont transformés comme dans une S
de péles w et @, et de rapport £, d’aprés la formule v = kr.

Si k1, G, ne peut étre involutive: A — o, si k< 1, vers
@81 k>1. 51k =1,S se réduit & une symétrie R, et C;, & une
inversion I; ¢’est le cas ou angle de rotation 6 est nul.

?

Deuziéme espéce: Transformations G, & poles confondus. —
€, = IR, R étant une rotation d’un angle 6 autour d’un point O
situé sur le cercle d’inversion (I).

Prenons son image avec une I' de foyer-objet O: on obtient
un retournement R, produit d’une symétrie (z) par la rotation 0
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autour de o. R devant amener ¢ en o, et 0 en {, ’axe de retourne-
ment passe par les milieux ¢’ de ¢O et ¢’ de O{¢; le vecteur de

retournement est -c,_oT\p' (fig. 15).
Avec les notations habituelles, on a

r2 r2

et pour les équations de C;:

2 =z +a, y'+y = 2b .

Les cercles (o) sont deux a deux conjugués avec un cercle
double (Q). Les cercles (1) se transforment comme dans une C,

d’aprés la formule ' = = 4 a (fig. 16).

(D}
(1
0 (8)
Y| 5 »
\\ o ./
\ /
\ ’
\\ ,,
% , (c)
\
0 (8 N
s x
s ~
/’ N N
9.~ .Y
at ) N
7 § \j
¢ ¥
Fig. 15. Fig. 16.

Troisiéme espéce: Transformations C, @ pdles conjugués. —
Elles sont de la forme C, = IR ou (R est une rotation autour
d’un centre O intérieur au cercle (I). L'image est une antirota-
tion T. Avec les mémes notations que précédemment, les
équations de T sont

=0, @ =0+a, (17)
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d’ou celles de C,

' = ¢, o/ =06+ a, (18)

en posant ¢ = %1.

o est invariant, mais non ¢2. En appliquant toujours au point ®
les formules (18) on a

P -
om = U 0= (d®», Po) + o,
ou
Do —> >
2 - e
t_(I)(D’ o (Pw, @) .

L’antirotation T fait encore passer de » & @ si on I'applique
au centre @, avec un cercle convenable, qui n’est autre que le
cercle d’inversion (I) (fig. 13). La transformée de C par I' sera
connue si I’on se donne ', @', et ’homologue d’un cercle (7)
donné; ce qui revient a se donner le foyer @', par exemple, sur
le cercle ¢ = — «. La forme de la figure focale n’est pas inva-
riante, puisque seul « I’est; on pourrait en particulier ’amener
a un losange, cas qui correspond & une rotation composante
autour de O, d’angle .

Les cercles (t) sont deux & deux conjugués, et il y a un cercle
double, défini par t = ¢. C’est le cercle de centre Q coupant (I)
diamétralement. Quant aux cercles (c) ils sont transformeés,
comme dans une C,, d’apres la formule 6" = ¢ -+ o

Comme T, C, peut étre involutive d’ordre 2p si 2«, angle de

* 7 B 2 iy . .
la rotation T2, est égal & == + 2mm, ¢’est-a-dire si « = — 4 mr.
’ p ’ p

Pour chaque valeur de p, on a donc deux transformations C,
qui sont involutives d’ordre p; 'une est égale & I’autre suivie
d’une rotation de w (ou symétrie par rapport a un point) sur
I'image, c’est-a-dire au produit de I’autre par une involution
plane de péles w et @, dans le plan primitif. Ce seront les deux

«antimvolutions d’ordre p », C, et C,.; on aura:

Cp=Cpd, ou Cp=Cpd,

Pour p = 1 on obtient les deux C réciproques, correspondant
& =0 et «a=m; la premiére n’est autre que l’inversion
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“simple I, la seconde l'inversion de puissance négative. (Dans
le cours de cette étude, le mot «inversion» désigne toujours
'inversion de puissance positive.) ‘

Pour p = 2, on obtient les deux antiinvolutions quaternaires:

i 3®
a(x=7) 0 (=i me.

Remarque. 11 était clair a priori qu’une C ne pouvait 8tre
involutive d’ordre impair 2p + 1, car C**! = CP.C est une
transformation inverse C’, qui ne se réduit jamais & la transfor-
mation identique.

CHAPITRE IV. — APPLICATION A LA DECOMPOSITION DES
DIVERSES TRANSFORMATIONS I'.

§ 12. — Groupe des transformations I" ayant les mémes poles. —
On a vu qu'il était possible de transformer une.I' isolée en une
image 8, S, ou T, c’est-a-dire en une autre I' ayant un pole a
’infini. Une pareille opération est évidemment impossible pour
le groupe I' lui-méme, c’est-a-dire pour toutes les I' du plan
prises simultanément. Mais elle est possible pour le groupe partiel
des T' ayant un pdle déterminé. Prenons ici un groupe encore
plus restreint: celui des I' ayant en commun leurs deux poles
et @; une I' auxiliaire ayant @ pour foyer-objet transforme ce
groupe partiel en celui des similitudes ayant o pour pole. Par
suite:

Le produit de deuz C ayant les mémes péles o et @, de rapports k,
et ky, d’angles a, et a,, respectivement, est une C de mémes poles,
de rapport k, k, et d’angle «; + o,.

Toutes les transformations C du groupe ainsi défini sont
permutables entre elles. Celles d’'un méme type (homothétie ou
rotation) forment un sous-groupe. |

Les G, et C, sont dites « transformatlons circulaires simples »
parce qu’elles admettent un faisceau linéaire de cercles doubles; §
chacune d’elles est caractérisée par un invariant £ ou «. Une
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