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TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES 159

et les équations de sont

x' — x + a (18)

a -=r- n'est pas un invariant j.
<DO ^

Conclusion. — Tous les cas possibles ont été examinés. Retenons

que toute transformation circulaire directe est la transformée
d'une similitude directe par une inversion.

Ce théorème n'est pas vrai dans l'espace pour les transformations

sphériques. Le théorème analogue pour les transformations
inverses est vrai dans l'espace, mais non dans le plan.

Chapitre III. — Les transformations circulaires
INVERSES.

§ 8. — On a vu (§ 3) qu'elles sont de la forme C ICD.

Nous allons les étudier d'une manière toute semblable à la
précédente, mais les résultats seront essentiellement différents.

Généralités. — Dans le cas le plus général, le déplacement CO

est une rotation (flg. 11), d'un angle 0 autour d'un point 0;

Fig. 11.
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une droite (L) passant par le foyer objet ® devient une droite
(L') passant par Y coupant (L) en un point P, qui, lorsque (L)
tourne autour de <D, décrit le cercle (C) passant par 0, ®, Y.
La transformation C est définie si l'on se donne le cercle (C),
les points ® et Y sur ce cercle, et le rayon R du cercle (I) de

centre ®: on peut en effet construire alors l'homologue M' de M,

qui se trouve sur (L'), et vérifie la relation OM.YM' R2.

On vérifie que C dépend de six paramètres.
Le déplacement CO peut en second lieu se réduire à une transla-

— —s»»* —

tion i?, définie par le vecteur on a alors ®Y la droite (L')
est parallèle à (L), et l'on a toujours OM.YM' R2.

Enfin le déplacement CO peut se réduire à la transformation
identique. C se réduit alors à une simple inversion (I).

Les trois catégories ci-dessus correspondent aux G proprement
dites; pour avoir toutes les transformations circulaires inverses,
il convient d'y ajouter les similitudes inverses: proprement
dites S, retournements D, symétries R.

§ 9. — Théorème IX. — La transformation C, si elle ne se

réduit pas à une inversion, admet soit deux points doubles réels,

soit un couple de points conjugués réels. (Rappelons que si G se

réduit à une inversion, elle admet un cercle de points doubles,
et tous les points du plan sont deux à deux conjugués, puisque
la transformation est réciproque.)

Démonstration: 1° Cas général. G ICK. — Cherchons d'abord
les points doubles. Si o est point double de C, il est sur le cercle (G)

et l'on a Oco.Tco R2. Le symétrique ® de o par rapport à la
médiatrice (D) de ®Y est aussi un point double (fig. 12). Si v>t

est l'inverse de o> dans l'inversion (I), le cercle passant par co, 6)l7

et ©, est orthogonal à (I) et a pour centre le point 0: en effet,
son centre doit être sur la médiatrice (D) de ®Y et sur la bissectrice

de ®co et <£>© puisque <D®. D'où la construction:
mener le cercle de centre 0 orthogonal au cercle (I); il coupe le

cercle (C) en co et © qui sont les points doubles cherchés. Plusieurs

cas sont à distinguer:
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a) 0 est extérieur à (I); deux points doubles réels;
b) 0 est sur (I); deux points doubles confondus avec 0;
c) 0 est intérieur à (I); pas de points doubles réels.

Cherchons maintenant s'il y a des couples de points co, ®

conjugués, c'est-à-dire tels que ® soit le transformé de co, et co

celui de w.
Si co, m est un tel couple, les droites Oco et Y© se coupent en

un point M du cercle (C); de même <D® et Yco se coupent en un
autre point N de ce cercle ; cela entraîne que les bissectrices des
angles en co et © sont parallèles, puisque les triangles coON et

L'Enseignement mathém., 36me année, 1937. 11
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ojTM d'une part, ©<1>M et ©TN d'autre part, sont inversement
semblables.

En second lieu on a Oa>.xF® R2 et <!>©.vPco R2, d'où

Y© „
CÙ<I> ©3>

x fïô ~~ ' ou cûY ~ ©T '

UD)

Il en résulte que les bissectrices dont on vient de parler

coupent la droite en un meme point H, et sont par suite

confondues. Donc co, ©, H sont alignes 5 comme ils doivent etre

sur un même cercle du faisceau ayant O et T pour points limites,
cette droite est nécessairement (D). cd et ® sont donc sur (D),

M et N sont symétriques par rapport à (D) (fig. 13). Par suite

<E>0 et O.Ü sont les bissectrices de Oto et O®. Il en résulte que

si co! est l'inverse de. celui de dans l'inversion de cercle (I),
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le cercle (y) passant par coco-l®^, orthogonal à (I), et ayant
son centre sur î> 0, est en outre orthogonal au cercle (C).

Donc

yO • y> p2 yA • yB y(E>^ — R2

D'où

ÖÖ • Ôy (<Dy + yÔ) Ôy 5y2 — [y$2 — R2] R2 (14)

y est l'inverse de 0 par rapport au cercle (I). D'où la construction:

par y, inverse de 0, mener le cercle (y) orthogonal à (I),
qui coupe (D) en co et ©. Ces deux points sont conjugués dans

la transformation C. Les cas à distinguer sont les mêmes que
dans l'étude des points doubles ci-dessus:

a) 0 extérieur à (I): pas de points conjugués;
b) 0 sur le cercle (I): par convention, deux points conjugués

confondus avec le point 0;
c) 0 intérieur à (I): un couple de points conjugués co et ©.

Le théorème annoncé est donc démontré dans le cas de la
rotation.

2° Cas de la translation C LC. — Le cercle de centre 0,
milieu de <DY, coupant (I) diamétralement, coupe cette droite
>Y en deux points co et © qui sont points doubles de C. Ces

deux points sont toujours réels (fig. 14).
Le théorème IX est aussi complètement démontré.
Les points co et ©, qu'ils soient points doubles ou points

conjugués, seront dits les pôles de la transformation C.

La figure formée par les deux foyers et les deux pôles admet dans
tous les cas Vaxe de symétrie (D).

Nous sommes donc amenés à distinguer trois espèces de

transformations circulaires inverses C, d'après la nature de
leurs pôles (qui est un caractère intrinsèque):

a) Celles de la forme C ïèD, où CD est soit une translation,
soit une rotation autour d'un point 0 extérieur au cercle (I).
Elles ont deux points doubles réels et pas de points conjugués
réels; nous les appelerons «transformations circulaires inverses
à pôles doubles », et les désignerons par le symbole Ch pour une
raison qui apparaîtra dans la suite ;
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b) Celles de la forme C ICD, où CD est une rotation autour
d'un point 0 situé sur le cercle I. Ce sont les « C à pôles confondus

», désignées par Q ;

c) Celles où CD est une rotation autour d'un point 0 intérieur
au cercle (I). Ce sont les

« C à pôles conjugués »

ou Cr. Ici, pas de points
doubles réels, mais deux
points conjugués réels.

Les inversions I,
correspondant à CD réduit à

la transformation
identique, constituent un cas

particulier commun aux
trois espèces précédentes.

Remarquons en outre,
dès à présent, que les

similitudes inverses S

rentrent dans les C^, les

retournements D dans les

Q, la symétrie R dans
les I.

§ 10. — Similitude
inverse, ou antirotation,
image d^une transformation

circulaire inverse C.

Fig. 14. Théorème X. — Toute

transformation de

première espèce Ch peut être transformée en une similitude inverse S

par une transformation V convenable, pour laquelle on peut prendre
en particulier une simple inversion (cf. théorème VI).

Il suffit, en effet, de prendre une T ayant pour foyer-objet
l'un des pôles où et

Théorème XI. — Toutes les S ainsi obtenues sont semblables

entre elles, et ont par suite le même rapport k (cf. théorème VII).
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Théorème XII. — Toute transformation de deuxième espèce Q

peut être transformée en un retournement D par une Y convenable.

Il suffit, en effet, de prendre une Y ayant pour foyer-objet le

pôle unique 0 de Q.

Définition. — Nous appellerons antirotation le produit d'une
inversion par une rotation quelconque autour du centre
d'inversion. Les antirotations jouent, comme on va le voir, un
rôle symétrique de celui des similitudes inverses.

Théorème XIII. — Toute transformation de troisième espèce Cr

peut être transformée en une antirotation T par une Y convenable.

Il suffît encore de prendre une F ayant pour foyer-objet l'un
des pôles conjugués, soit ®. Cr devient dans laquelle of et gc

sont conjugués ; donc les deux foyers <D' et Y' de Cr sont confondus
avec of. étant d'ailleurs de la forme I'FN, le déplacement FN

ne peut être qu'une rotation autour de ®'. Donc est une
antirotation T.

Théorème XIV. — Toutes les antirotations ainsi obtenues à

partir d'une même Cr sont semblables, et ont par suite le même

angle at.

Remarquons en outre qu'une inversion I peut, si l'on veut,
être transformée en une symétrie ou renversement R autour
d'une droite.

Théorème XV (fondamental). — Quand C subit une
transformation du groupe T, son image S ou T subit une similitude S.

Démonstration tout analogue aux précédentes. Nous la
refaisons, eu égard à l'importance du résultat; prenons par
exemple le cas d'une C de troisième espèce, ayant pour image
une antirotation T. On a:

C' - T_ 1
G T j T J-1 CJ T' K^C/K

d'où l'on déduit

T' K-1 r1 j t • j-1 r k ir1 m
en posant

s — j-1 r k
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On voit que 2 est une similitude, car

oo x J_1rK WTK W K oo

2 est directe ou inverse, suivant que T est elle-même directe
ou inverse.

Donc le rapport k de la similitude image, ou l'angle a de

l'antirotation image, constitue l'invariant de G dans le groupe T.
Une C n'a donc qu'un invariant, alors qu'une <3 en avait deux.

Les résultats essentiels qui précèdent vont nous donner les

propriétés intrinsèques des C des diverses espèces.

§ 11. — Etude sommaire des différents types de transformations
circulaires inverses.

Première espèce: Transformations à pôles doubles Ch. — On a
Cft Iß), CD étant une translation ou une rotation autour d'un
centre 0 extérieur au cercle d'inversion (I). Pour la commodité,
faisons, comme pour les C, l'image de C avec une V directe, de

foyer-objet ©, © étant le pôle situé du côté de T sur le cercle (C).
Prenons ici encore des coordonnées polaires p, cp dans le plan-
image, avec pour axe origine des angles l'axe o>x de la similitude
inverse S. Prenons également dans le plan primitif les coordonnées

circulaires a et t définies au § 7. On a encore les relations:

9 g — u0 p ar (6)

Les équations de S s'écrivent:

<p' + 9 0 p' kp (15)

d'où
a + a' 2a0 t' kz (16)

k est un invariant (théorème XV), mais a0 n'en est pas un.
Appliquons comme précédemment les équations (16) au

point O, de coordonnées

<Dco
a (O»0) Ocd) T —

dont le transformé est go de coordonnées a 0, t' 1. On
(J) QT) *-

a encore & =* ^ et en outre 2cr0 (O®, Oco) ou a0 (O®, OO).
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La conclusion est analogue à celle du § 9. La similitude image S

est celle qui fait passer de oùà®, lorsqu'on l'applique au centre O,

avec l'axe 00 (cf. fig. 12).
Mais ici la forme de la figure focale, c'est-à-dire du trapèze

coffîOT, n'est pas invariante; seul le rapport ^ k est

invariant. Il en résulte que si l'on transforme G par une F, pour
déterminer C', il ne suffit pas de donner oo' et ©'; il faut encore
donner l'homologue d'un cercle (g) donné, ceci afin de

déterminer g0. En outre, on peut, si l'on veut, par une T convenable,
donner au trapèze de base une forme quelconque assujettie

seulement à vérifier k. Par exemple on pourrait le réduire

à la forme aplatie pour étudier plus facilement les propriétés
intrinsèques de C; mais cela n'a pas d'intérêt. Cette forme
aplatie correspond au cas où d3, dans C IÜ?, est une translation

(on vérifie ainsi que ce cas n'est pas intrinsèquement distinct
du cas de la rotation).

Revenons à l'étude de par sa similitude image : les cercles (g)
sont deux à deux conjugués, et deux d'entre eux sont doubles:
le premier est celui qui correspond à ca,^, le second à coi2/. Le
premier est défini par cp 0, g g0; c'est le cercle (O) dont le

centre est le point O, autre que 0, où (D) coupe le cercle (C).
Le second est le cercle (T) orthogonal à celui-là: il a pour centre
le point 0. Sur le premier, les segments limités par cù et © sont
conservés; sur le second ils sont échangés. On aurait pu trouver
directement ces deux cerclés: (T) est orthogonal au cercle (I),
(O) coupe (I) diamétralement.

Quant aux cercles (r),ils sont transformés comme dans une 2>

de pôles co et ©, et de rapport &, d'après la formule t' Ut.
Si k 1, Ch ne peut être involutive: Ap —>- n>, si k < 1, vers

© si k > 1. Si k 1, S se réduit à une symétrie R, et Ch à une
inversion I ; c'est le cas où l'angle de rotation 0 est nul.

Deuxième espèce: Transformations CL à pôles confondus. —
Ci RR, dl étant une rotation d'un angle 0 autour d'un point 0
situé sur le cercle d'inversion (I).

Prenons son image avec une T de foyer-objet 0; on obtient
un retournement R, produit d'une symétrie (i) par la rotation 0
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autour de o. R devant amener 9 en 0, et 0 en <];, l'axe de retournement

passe par les milieux 9' de 9O et <J/ de 0^; le vecteur de

retournement est 9'*]/ (fig. 15).
Avec les notations habituelles, on a

et pour les équations de Q :

Les cercles (a) sont deux à deux conjugués avec un cercle

double (O). Les cercles (t) se transforment comme dans une Cl

d'après la formule x' x + a (%• 16).

Troisième espèce: Transformations Cr à pôles conjugués. —
Elles sont de la forme Cr IéR, où dl est une rotation autour
d'un centre 0 intérieur au cercle (I). L'image est une antirotation

T. Avec les mêmes notations que précédemment, les

équations de T sont

x' x + a y' + y 2 b

Fig. 15. Fig. 16.

PP' Pi »
<p' ç-+ oc m
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d'où celles de Cr

tt' t2 cr' a + a (18)

en posant t —.

a est invariant, mais non £2. En appliquant toujours au point <D

les formules (18) on a

(T) (a —>— —>-
— i2 0 (Offi Ocù) + a
<I> œ ' v ' ' '

OU

(T) fo —>- —>-
î2

• .« <®«, ®®) •

L'antirotation T fait encore passer de oo à si on l'applique
au centre <D, avec un cercle convenable, qui n'est autre que le
cercle d'inversion (I) (fig. 13). La transformée de G par F sera
connue si l'on se donne g/, ©', et l'homologue d'un cercle (t)
donné; ce qui revient à se donner le foyer Or, par exemple, sur
le cercle g — a. La forme de la figure focale n'est pas
invariante, puisque seul a l'est; on pourrait en particulier l'amener
à un losange, cas qui correspond à une rotation composante
autour de 0, d'angle iz.

Les cercles (t) sont deux à deux conjugués, et il y a un cercle
double, défini par t — t. C'est le cercle de centre Q coupant (I)
diamétralement. Quant aux cercles (cr) ils sont transformés,
comme dans une Cri d'après la formule g' cr + a.

Comme T, Cr peut être involutive d'ordre 2p si 2 a, angle de

la rotation T2, est égal à c'est-à-dire si a ^ + miz.

Pour chaque valeur de p, on a donc deux transformations Cr
qui sont involutives d'ordre p; l'une est égale à l'autre suivie
d'une rotation de iz (ou symétrie par rapport à un point) sur
l'image, c'est-à-dire au produit de l'autre par une involution
plane de pôles co et a>, dans le plan primitif. Ce seront les deux
« antiinvolutions d'ordre p », Cp et Cp,; on aura :

Gp' CpJ ou Gp Gp'J

Pour p 1 on obtient les deux C réciproques, correspondant
à a 0 et a 7r; la première n'est autre que l'inversion
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simple I, la seconde l'inversion de puissance négative. (Dans

le cours de cette étude, le mot « inversion » désigne toujours
l'inversion de puissance positive.)

Pour p 2, on obtient les deux antiinvolutions quaternaires:

C,(«=ï) et c2,(a ^). Etc....

Remarque. Il était clair a priori qu'une G ne pouvait être

involutive d'ordre impair 2 p+1, car C2p+1 est une

transformation inverse C', qui ne se réduit jamais à la transformation

identique.

Chapitre IV. — Application à la décomposition des
DIVERSES TRANSFORMATIONS T.

§ 12. — Groupe des transformations T ayant les mêmes pôles. —
On a vu qu'il était possible de transformer une T isolée en une

image S, S, ou T, c'est-à-dire en une autre ayant un pôle à

l'infini. Une pareille opération est évidemment impossible pour
le groupe F lui-même, c'est-à-dire pour toutes les T du plan

prises simultanément. Mais elle est possible pour le groupe partiel
des F ayant un pôle déterminé. Prenons ici un groupe encore

plus restreint : celui des T ayant en commun leurs deux pôles o>

et ©; une T auxiliaire ayant © pour foyer-objet transforme ce

groupe partiel en celui des similitudes ayant co pour pôle. Par

suite :

Le produit de deux C ayant les mêmes pôles w et ©, de rapports kx

et k2, d'angles ax et a2, respectivement,est une G de mêmes pôles,

de rapport kx k2 et d'angle oq + a2.

Toutes les transformations G du groupe ainsi défini sont

permutables entre elles. Celles d'un même type (homothétie ou

rotation) forment un sous-groupe.
Les Gh et Gr sont dites « transformations circulaires simples »

parce qu'elles admettent un faisceau linéaire de cercles doubles;

chacune d'elles est caractérisée par un invariant k ou «. Une
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