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LA SPHERE DE LONGCHAMPS

PAR

V. TatBavrr, Le Mans (Sarthe).

<

Dans L’Enseignement mathématique (1930, pp. 31-34),
M. N. ArLTsHILLER-COURT suggére la recherche des propriétés
d’une sphére qui étendraient au tétraédre celles d’un cercle du
triangle étudié par G. pE LoNgcHAMPS L.

I1 signale une généralisation de ce cercle et se borne & donner
quelques propositions quand le tétraedre est orthocentrique.

Nous avons déja apporté une contribution & 1’étude de cette
sphére remarquable lorsqu’il s’agit du tétraédre général 2. Nous
voudrions reprendre notre travail pour y ajouter des résultats
plus généraux et des compléments. '

1. — Soient un tétraédre quelconque ABCD, (BC = a, CA = b,
AB = ¢, DA = o', DB = b’, DC = ¢’); G son centre de gravité,
Gq, Gy, G,, G, ceux des faces BCD, CDA, DAB, ABC; (0O) la
sphére circonscrite, de rayon R; Q le centre de I’hyperboloide
des hauteurs (point de MoNGE), syméﬁrique du centre O par
rapport au point G. )

Considérons une sphére (), de rayon p, pour laquelle les
puissances des sommets A, B, C, D du tétraédre aient les formes
k2, km?, kn?, kp?, [2, m? n?, p? ayant des valeurs données et
k étant un coefficient arbitraire.

Soient (w) le plan radical de la sphére (O) circonscrite au
tétraddre et de la sphére (w); «, B, v, 3 les projections orthogonales

1 Journal de Mathématiques spéciales, 1886, Pp. 57, w.
2 Malthesis, 1932, pp. 223-228.

L’Enseignement mathém., 36m¢ année, 1937. 6




82 V. THEBAULT

des sommets A, B, G, D du tétraédre sur le plan (%); M, N, P,
Q, S, T les mtersectlons du méme plan et des arétes BD, DC,
CB, BA, AC, AD. On a, en grandeur et en signe,

Aw? — o2 = k2 = 20w -Ax
Baz—pzikm2=20m-BB
Co?— p? = kn? = 200 - Cy (1)
Dw? — ¢ = kp? = 20w -D3J .

Le plan (BB,D3) &oupe le plan (=) suivant une droite qui
passe par le point M, et |

MB:MD = Bf:D8 = m?: p? .

Le point M et, par analogie, les points N, P, Q, S, T et le
plan (w) qui les contient, restent donc fixes lorsque % varie.
Par suite:

Le lieu du centre « de la sphére (v), lorsque k varie, est la droite A
menée du centre de la sphére circonscrite perpendiculairement
au plan (=) de coordonnées barycentriques 12, m?, n2, p2, par rapport
au tétraédre 1.

Ayant

A2 2 = Ba? —km? = Cw? —kn* = Da® — kp? = o2, (2)

le centre de la sphére (o) est le centre radical des sphéres

A, VEE+N), B, VEm+), (€ ViR + ),
(D, Vi@ + ), (3)

quel que soit A, et la sphere (w) est la sphére orthogonale des
sphéres

(A, ivE), B, mvE), (€, nvE), (D,pVE). (4

A deux valeurs k;, k, du parametre k, correspondent deux

sphéres (w;), (wy). Le plan (w) et les distances algébriques

1 V. THEBAULT, Mathesis, 1932 (supplément).
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Aa, BB, Cvy, Dd restant les mémes, lorsque & varie, on a cette
relation entre les distances des centres des spheres (O), (o), (©,),

Ow,: 0wy = k; : ky . (5)

Plus généralement, a n valeurs %y, ks, ks, ..., k, du parameétre £,
correspondent les sphéres (wg), (@), (®3), ... , (@,) pour lesquelles
on a la relation

Ow, _ Ow,  Ow, _ Oo, (6)
ky [

Si trois coefficients k,, k,, &k, vérifient les égalités

1
ky = 9 (ks + ka)

ou
2 1

1
TR R
dans la premiére hypothése, les cenires w, et w; des sphéres
correspondantes sont symétriques par rapport au centre de la
sphére (o). Dans le second cas, la division (O, o, w, ;) est
harmonzique. '

2. — S1 nous supposons d’abord que

N

B=a+ 0%+, m*=a?+0+c2, n2=gqg?+p2_L,
p? = a® + b% + ¢? (7)
les relations (1) deviennent
Aw?— 0% = k(a® + b2 + ¢?) = 20w - Aa
Bw? — p? = k(a2 + b2 + ¢?) = 20w - BB
Co® — g% = k(a” + b + ¢} = 20w - Cy (8)
Deo? — 02 = k(a® + b2 + &) = 200 -DS5.

Le plan (BB, D3), par exemple, coupe le plan (7t) suivant une
droite qui passe en M, et

MB BB a’? + b2 4 2
MD D§ a* +

= = b2 + 2 : (9)
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De plus, on a

Ao? —Ba? = kf(a2 —a) — (B2 —b?)] , ..., (10)
puis, en vertu de formules connues,

AG? — BG? — ___i-[(az_a'z) =], e, (1)

si bien que les expressions
Aw? —Be?2, Bw?—Cw?, Co®—Dw?, Do?—Aw?,
et _
AG?2 — BG® BG?Z — CG? CG%2 — DG2?, DG? — AG?

sont de mémes formes. D’oi1 ce théoréme: le lieu du centre

de la sphére, lorsque k varie, est la droite qui joint le centre O

de la sphére circonscrite au centre G de gravité du tetraedre ABCD
En outre, en vertu de (5),

Ow: 0G = % . et Ow = —&k-0G ; (12)
puis, et par analogie,
Ag K@+ b4y a4 b e

8k - OG 380G ’
BE——a’2+b2+c’2 C-__a’2+b’2—%—02

380G ’ v 380G ’

= 2 2 2
Dy — L+ O T (13)
' 80G

Enfin, & étant l'intersection de la droite OG avec le plan (=),

— s —_ — 2 ’2 2 2 2 2
GK:%(Aa+B@+Cy+D8)=——a tat B SAte

160G
2
__ xe (14)

16 OG

Il est facile de déterminer 1’expression du rayon p de la
sphére () dans I’hypothése ou [%, m? n2 p? satisfont aux
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relations (7). Le centre o est situé sur la droite OG. En appli-
quant le théoréme de STEWART au triangle AOG, par exemple,
Je sens positif sur la droite indéfinie passant par les points O
et G étant celui de O vers G, on a

G5 . AD® 4+ 06 - AG? = 0G - Aw? + 0w - ©G - 0G* ;
d’ou, en vertu de (12),
Aw? = (1 +‘4k) JR®— 4k - AG? & &k(1 + &K) - OG® . (15)
Or, on sait que |

~2 9 ~Z 1 ’ ’ ’
AT = AT, = o [3(e + b 4 o — (a* + B2+ )] (16)

0G* = R? — f—G‘(aZ + a4 b2+ bt ) (17)

Dés lors, apreés réductions, et par analogie,
Aw? = (1 + &k2-R2— k(a2 + b* + ¢®) — k2 - Za?
Bw?2 = (1 + 4k2-R2—k(a? + b2 + ¢?) — k2 - Za?
Co? = (1 + 4k R — k(a® + b* + ¢2) — k® - Sa®  (18)
Do’ = (1 + 4k)2-R2— k(a2 + b2 + ¢'?) — k? - Za?.

|

Eu égard a (8), on déduit de ces égalités, que

0? = Aw?— k(a2 + b2+ ¢?) = (1 +4k)2-R2—Fk(k+1) - Za® . (19)
En outre, les relations (18) fournissent la suivante:

Ap? +‘ Bo? + Co? + Do? — [2(1 + &#)]" - R2— 2k(2k + 1) - Sa?

| . (20)
laquelle découle également de la formule connue

AG? 4 Ba? £ Co? + Da? — AG? 4+ BG2 + CG% + DG + 40 G2 .

Remarques. 1° La puissance du centre G de gravité du tétraédre
ABCD, par rapport a la sphere (), a pour expression, en vertu

de (19)
8k —1

Go? — p? = [(‘1 + &k) - 0(}]2 o = T a2 . (21)

?
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20 Lorsque k = — —;—, Ow = 20G = 0Q. Dans cette hypothése,

la relation (20), qui devient
AQ?2 1 BO%2 +CQ% + DQ? = &4R2? (22)

permet d’énoncer ce théoreme:

La somme des carrés des distances du point de MONGE aux
sommets d’un tétraédre est égale au carré du diamétre de la sphére
circonscrite .

30 Lorsque le tétraédre ABCD est équifascial,
Ya2 = 16R? Ow = — 4k-0G = 0, 0=o.

Dans ce tétraédre spécial, les sphéres orthogonales aux
quatre sphéres (4), de centres A, B, C, D, ont pour centre O.

3. — Le cercle pE LoNccHAMPS est celui qui coupe orthogona-
lement les trois cercles (A, a), (B, b), (C, ¢), ayant pour centres
les sommets A, B, C d’un triangle et comme rayons les cotés
opposés respectifs BC = a, CA = b, AB = c. Autrement dit,
les puissances des sommets A, B, C, par rapport au cercle (@), |
sont respectivement égales aux carrés a?, b?%, c? des cOtés opposés.

Nous proposons d’appeler Sphére pE LoNccHAMPS d’un |
tétraédre quelconque, une sphére (o) telle que les puissances des |
sommets A, B, C D, par rapport & cette sphére, soient respec-:

1 |
tivement J

%(a2 + % + 0'2) , _2_ (arz 4 b2 5 0'2) , §(a12 £ b2 =5 02) , ,
1 .
3 (a2 + % + %) . -, (23) l

- De cette fagon, la somme des puissances pour les quatre
sommets du tétraédre, égale

a® + a2 + b2 + b2 + ¢ 4 2 = Xa?,

1 V. THEBAULT, Gazeta Matematica, Bucarest, 1933, p. 86.
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¢’est-a-dire la somme des carrés des six arétes, de méme que la
somme des puissances des sommets d’un triangle ABC, par
rapport & son cercle bE LoNGcHAMPS, égale la somme des carrés
des cOtés de ce triangle.

Nous allons montrer que cette sphére (w) présente bien des
analogies avec le cercle en question.

4. — SpukRE DE LoNgcHAMPS. Cette sphére (w), de rayon o,
est déterminée par les relations (8) dans lesquelles & = 7
Des égalités (5), (10) et (11), on déduit

_oazb—ngz_

=_—2. (24)

Le cenire o de la sphére DE LoNGeHAMPS est le symétrique du
point Q de MONGE par rapport au centre de la sphére circonscrite
au téiraédre ABCD, autrement dit, le point o coincide avec le
point de MONGE du tétraédre anticomplémentaire A, B, C, D
obtenu en menant par A, B, C, D les plans paralléles aux faces
opposées du tétraédre fondamental.

Si le tétraédre ABCD est orthocentrique, le point w est le s ymé-
trique de Uorthocenire H du tétraédre, par rapport au centre de la
sphére circonscrite, c’est-a-dire Dorthocentre. du  tétraédre
anticomplémentaire A, B, C, D, 1

L’expression

3
p? = 9R2 — Z(a2 + a® + b2 4+ b2 + ¢+ 2 (25)

du carré du rayon de la sphére (v), découle immédiatement de
la formule (19).

La sphére (w) est réelle, se redult & son centre, ou bien est
imaginaire, suivant que

. |
3R*> - %a*, 3R*=_3a, S3R< L3g. (26
‘ i | A

e

L N. A. Courr, loc. cit.
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88
Lorsque la sphére (w) est réelle, le centre G de gravité du
tétraedre est extérieur & cette sphere, car |
—9 —9 9 3
oG = 90G" = 9R2——1—62a2 > 9R2—12a2 = p? .
- Quand la spheére (©) se réduit a son centre o,

et = 12R?, 0OG = % ; (27)

le centre Q de I’ hyperboloide des hauteurs est sur la sphére circonscrite

et le tétraédre ABCD est trirectangle.
Dans un tétraédre orthocentrigue ABCD, d’orthocentre H,

le carré du rayon de la sphére conjuguée s’exprime
0’2 = R2 — 1((12 + a’?) = R2 — izaz = —p? (28)
4 ‘ 12 9" °
Dans ce cas particulier, on a donc p’ = 3p; et,

La sphére DE LoNccHAMPS d’un tétraédre orthocentrique se
confond avec la sphére conjuguée au téiraédre anticomplémentaire

A,B,C,D, du tétraédre ABCD ™.
A. TutorimE. Le plan (=) est le plan polaire du centre G
de gravité du téiraédre ABCD, par rapport a la sphére DE

LoNGCHAMPS.
En effet, en vertu de (21), la puissance du point G pour la

sphére (), est égale, en grandeur et en signe, &

1( 1 2_3 .
8--———1> xa -162a =

2 e T
Go®—p 16\ 2
2
_  Xa .<1+4.i>.oG=GK.Gm, (29)
160G 2

ce qui justifie le théoréme.

Remarques : 1° Lorsque k = ————14:, le centre « de la spheére,
envisagée au paragraphe 2, coincide avec le centre G de gravité

L N. A. Courr, loc. cil.
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du tétraédre. Le carré du rayon de cette sphére (G) a pour

expression
o, = mua?, (30)

et on a
9 9 3 3 ‘ 1 :
2 A g __ 2 2 2 — 2 2| ——
0 —l—pl——9R 4;2& —{—16261.. 9(R 1620&)
— 9062 = Go° ; (31)
d’ou ce théoreme: '

La sphére (G, py) est orthogonale d la sphére (w) DE LONGCHAMPS
et le plan (w) est le plan polaire du centre w de cette derniére sphere,

par rapport & la sphére (G).

% Soient aa’, BB/, vy  les distances des milieux des arétes
BC et DA, CA et DB et DC du tétraédre. On sait que

— _ — 1
wo’® 4+ BB + ry? = -[;Ecﬁ .

Mais les droites aa’, BB, s(?{’ se coupent en leurs milieux au
centre G de gravité du tétraédre, et

1, =2 572 —e 1o, 1
y oo™+ BRT 4 vy = qgEat = ge

g *

(32)

Si le tétraédre ABCD est ortkocentriéue; wa’ = BB = vv/,
—2 _am® g2 — L _ 1 ;
G2 = GB2 = Gy* = 3@ = (33)

et la sphére (G, pq) se confond avec la premiére sphére des douze
points du téiraédre anticomplémentaire A, B; Gy Dy du tétraédre
orthocentrique ABCD. ' |

'B. TuroriME. Les sphéres décrites des symétriques Ay, By, Co, D,
des sommets A, B, C, D d’un tétraédre, par rapport a son cenire G
de gravité, comme centres, avec A, A, By B; GyC, D, D pour
rayons respectifs, sont orthogonales & la sphére DE LONGCHAMPS
du tétraédre ABCD.
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Le tétraédre A, B, C, D, est symétrique du tétraédre ABCD.
par rapport au point G. Or, on a -

LAG? —BGY = — [(a* — o) — (b2 — b)) ,

La sphere (®), de rayon p”, orthogonéle aux spheres de centres
A, B, C, D et de rayons respectifs 2AG = AA,, 2BG = BB,,
2 CG = CC,, 2DG = DD,, a donc son centre @ sur la droite OG;

autrement dit, le point ®, symétrique du centre O de la sphére
circonscrite, par rapport au point Q, coincide avec le centre Oy
de la sphére circonscrite au tétraédre A, By Gy Dy anticomplé-
mentaire de ABCD. La sphére © est égale a la sphére (o) DE
LonGcuAMPS du téiraédre ABCD.

Le centre w, de la sphére (w,), orthogonale aux spheres de
centres A,, By, C,, D, et de rayons respectifs A, A, B, B, G, G,
D, D, est symétrique de celui de la sphére (P), par rapport au
point G, si bien que

Gwy, = — GO = — 306G = Go .

En outre, les sphéres (®), (w,) sont symétriquement égales;
la sphére (w,) se confond avec la sphére (w) DE LoNGCHAMPS
du tétraédre ABCD, ce qui démontre le théoréme.

C. TatorimEe. La sphére (»w) DE LoxgeuAMPS, la sphére (O)
circonscrite au tétraédre fondamental, la sphére (O) circonscrite §
au tétraédre anticomplémentaire Ay By Cy Dy et la sphére (G, y),
ont le méme plan radical (w). N

Pour démontrer cette proposition, il suffit de voir que le
plan (=) est le plan radical des spheres (O,, 3R) et (G, ¢1). Si
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Pon désigne par d la distance algébrique du point G au plan
radical de ces sphéres, on a

—p — (60! — 9R?) = 20,G - d ;
d’ou | ,
_izaz + 2-2(12 — — 60G-d : .
16 16 ’
puis, en vertu de (14),
_ e
160G

ce qui justifie le théoréme.

On en déduit aussi que le cercle d’intersection du plan ()
avec la sphére (O), lorsqu’il existe, est commun & la sphére (O)
ét & une spheére, de rayon 3R, dont le centre est le symétrique du
point O, par rapport au point de MoONGE du tétraédre.

i

D. TutorkMmE. Le plan complémentaire (n') du plan (7)1,
par rapport au tétraédre ABCD, est le plan radical commun a
la sphére (O) circonscrite, & la sphére circonscrite au. tétraédre
complémentaire G,G,G,G; du tétraédre ABCD, a la sphére

/ 1 ) s o
K\G, gpl>, et a la sphére pE LoNccuamPs du tétraédre G, G, G, Gy .

Il suffit, en effet, de transformer la figure formée par les

spheéres (03, 3G), (0, R), (G, py), (@, p), par Phomothétie (G, — ). ‘;

Ces sphéres deviennent respectivement les sphéres (O, R),
1 1
(62GyGoGa), (Gy 5 01), (2 5e).

Remarques. En réunissant des propriétés des sphéres (G, p,)
et (0, p), obtenues précédemment lorsque le tétraédre ABCD
est orthocentrique, on retrouve ce théoréme connu:

Dans un tétraédre orthocentrique, la sphére circonscrite, la sphére
conjuguée,.la premiére et la seconde sphéres des douze points, ont
méme plan radical. Ce plan est le plan polaire du cenire de gravité
du tétraédre, par rapport a la sphére conjuguée 2.

1 Le plan (=’) est le transformé du plan (=) par ’homothétie (Gr, —_ %)
* Cfr., par exemple, G. pE LoNecHAMPS, Mathesis, 1890, p. 82.
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On peut ajouter que le plan radical de ces quatre sphéres est
aussi le plan polaire de Uorthocentre du téiraédre par rapport @ la
premiére sphére des douze poinis.

E. En vertu des égalités (9) et de leurs analogues pour les
autres arétes du tétraédre ABCD, les points M, N, P, Q, S, T
sont les centres des sphéres ayant pour diameétres les distances
.de deux centres de similitude des sphéres (A), (B), (C), (D),
orthogonales a la sphére (w) DE LoNccHAMPS, prises deux & deux.

Les sphéres (B), (D), (M) ont méme plan radical.

I en est de méme des triples de sphéres (D), (C), (N);
(C), (B), (P); (B), (A), (Q); (A), (C), (S); (A), (D), (T).

La sphere (w) pE LoNgcHAMPS, orthogonale aux sphéres
(A), (B), (Q), (D), I'est aussi aux spheres (M), (N), (P), (Q),
(S), (T). De plus, puisque les points M, N, P, Q, S, T sont dans le
plan (=), les spheéres de similitude (M), (N), (P), (Q), (S), (T)
sont aussi orthogonales a la sphére (O) circonserite au tétraédre,
et, par suite, & la sphére (O,, 3R) circonscrite au tétraedre
anticomplémentaire A;B;C;D; de ABCD.

Ces six spheres de similitude se coupent donc en deux points
V et W, symétriques par rapport au plan (=), situés sur la droite
OG qui joint le centre de la sphére circonscrite au centre de
gravité du tétraedre, et |

OV . OW = R2? oV oW = g2 . (36)

Observant que O;A; = 3R, on obtient cette proposition
qui étend au tétraédre un théoréme de E. LEMoiNE relatif aux
cercles d’ApoLLoNIUS du triangle 1:

Dans un tétraédre ABCD, le centre de la sphére circonscrite
au tétraédre anticomplémentaire A,B,C,;D,, a la méme puissance
égale a 9 R2, par rapport aux six sphéres lieux des points dont les
rapports des distances @ deux des sommets du tétraédre sont égaux
aux rapports des sommes des carrés des arétes des faces opposées
aux sommels considérés.

- F. TeEorEME. Soient A;B,C;D, le tétraédre anticomplémen-
taire d’un tétraédre orthocentrique ABCD et un point M du

1 Journal de Mathématigues élémentaires de G. DE LoNGCcHAMPS, 1886, p. 142.
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plan du triangle ABC, M, Panticomplémentaire de ce point par
rapport au méme iriangle. La sphére DE LongcHAMPS du
tétraédre ABCD est ortkogonale i la sphére décrite du point N,
situé au quart du segment recnlzgne M;D; a partir du pomt M,,

comme cenire, avec —-DM pour rayon.

LeMME. Dans un tétraédre orthocentrique, la puissance du
miliew d’une hauteur, par rapport o la sphére con]uguee est
égale au quart du carré de cette hauteur. '

Soit X le milieu de la hauteur D_D. d’un tetraedre orthocen-
trique A,B,C,;D,, d’orthocentre H . On a, en effet, en grandeur
et en signe, r étant le rayon de la slohére ’conjuguée,

#=HD -HT =HD (4D +DD)=HD (HD —DD,).
(37)

D’autre part, la puissance du point X par rapport a la sphére
conjuguée, est

(38)

Dans la configuration relative au théoréme précédent, P,
étant le point ou la droite D, M,, perce le plan de la face A;B; G,

du tétraédre A,B,C,D;, on a évidemment DM = 2 ND, et le

point N-est le milieu du segment rectiligne D, P, .
Dés lors, on a

ND! = DX* + NX' = ;DB + NH — X’

puis, en vertu du LEMME ci-dessus,
NH -—ND——DD + XH? N"D*i—r%:( DM>—r2,

ce qui justifie notre théoréme.

Remarque. Dans I’hypothése ou la sphere DE LONGCHAMPS
du tétraédre ABCD est réelle, on parvient au méme résultat en

[ ]
1 Cette propriété nous a été communiquée par M. R. GOORMAGHTIGH.
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observant que la droite D, P; perce cette sphére en deux points
J et L qui divisent harmoniquement le segment rectiligne D, Py;
on a donc | |

- o 3. _\2
NJ - NL = ND® = <§DM> .

5. — Soient une sphére quelconque, de centre P, et. les
spheres (A, ), (B, m), (C, n), (D, p), ayant pour centres les
sommets d’un tétraédre ABCD, qui coupent orthogonalement la
sphére (P). Si les points A’, B’, C’, D’ partagent respectivement
les segments rectilignes AP, BP, CP, DP dans un méme rapport
tel que

A’A = u - AP, BB = u-BP, C'C=u-CP,
D'D = u-DP,

et que les points de divisions soient les centres des spheres dont
les rayons respectifs ¢ - AP, ¢-BP, ¢-CP, ¢- DP sont propor-
tionnels aux longueurs AP, BP, CP, DP, le cenire P’ de la sphére
orthogonale & ces quatre sphéres est situé sur la droite joignant le
point P au centre O de la sphére circonscrite au tétraédre.

On a, en effet,

AP? _BP? = 2 —m? , (39)

et des relations analogues pour BP? — CP2?, CP? — DP?,
DP? — AP? déduites de la premiére par des permutations
circulaires sur I, m, n, p; d’ou il résulte que I’on a les relations

A'P2__B'P? = (p. AP)2 — (p - BP)2 = ¢?(AP? — BP? =
= 2. (B—m? ;... (40)

Les centres P et P’ des sphéres orthogonales aux quatre
spheres (A, 1), (B, m), (C, n), (D, p) et aux quatre sphéres
(A’, v-AP), (B’, ¢v-BP), (C', ¢v-CP), (D', ¢-DP), sont situés
sur les diamétres OP et O’ P’ des spheéres (O) et (O”) circonscrites
aux tétraédres ABCD et A’B’C’D’, perpendiculaires aux
plans () et (=) de coordonnées barycentriques 12, m?, n?, p?
par rapport aux deux tétraédres. Ces tétraédres ABCD et
A’B’C’D’ étant directement homothétiques, les plans (w)
et (n’') sont paralléles, et les points O, P, O’, P’ sont collinéaires.




St o T S e N

LA SPHERE DE LONGCHAMPS 95

Le tétraédre A’B’C’D’ étant pris comme tétracdre de
référence, on a, en vertu de (5),

A'P?2 _B'P?2=¢2. (AP2—BP% = ¢2. (B —m?) , .., (41)
puis,
A'P2P _—B'P* = w2 (AP2—BP}) = w2- (B—m? , ... ; (42)

d’ou il résulte que

OF & 0P

O'P i u - OP
puis, que
—_ 2 —_
0P = —:7 . OP (4%)
Observant, en outre, que
OP=u.0P, 00 =({1—u)-0P, (45)
on obtient
—_ —_— J— 2° —
OP" = 00’ + O'P' = <1 — u + %) oP , (46)
et enfin la relation
P’ 2 2
Oli _ ¢ u? + u (47)
OP & ’

qui généralise celle que M. N. A. Courr a obtenue, comme

conséquence de propriétés de certaines sphéres associées au

tetraedre ABCD, dans le cas particulier ou le point P coincide
avec le centre de gravité 1.

6. — Si 'on suppose, par hypothése, que

P = (a'? + b% 4 ¢?) , m? = (a® + &' + ¢?) ,
n? = (a + b2 + ¢'?) | p? = (a’* + b2 4+ ¢'?) , (48)

les relations (1) deviennent, en grandeur et en signe,

Aw? — o = k(a? + b + ¢%) = 200 - Aa
Bo? — p? = k(a® 4+ b2 + %) = 200 - BB
Ca — 02 = k(a2 + b2 + ¢?) = 200 - CY (49)
Do? — o = k(a’ + b2 + ¢'?) = 200 - D5.

L The American Mathematical Monthly, 1932, p. 198.
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En outre, comme on a

Aw® —Bo® = — k(a2 — a’?) — (02— b7?)] , (50
et des expressions analogues pour
Bo? —Co’, Co®—Do’, Do’®—Ao®,

déduites de celle-ci par des permutations circulaires sur a, b. ¢
et a’, b’, ¢’, le point o est situé sur OG, et

OE:OG:~—k:——%:4k; (51)
d’ou 1l résulte que
Ow = 4k - OG . (52)

Ces relations, et celles du début du paragraphe 2, permettent
déja de dire que les centres des sphéres orthogonales aux deux
quadruples de spheéres ayant pour centres les sommets A, B, G, D
du tétraédre et dont les carrés des rayons respectifs sont pro-
portionnels & la somme des carrés des arétes des faces opposées
aux sommets considérés et & la somme des carrés des arétes
aboutissant & ces sommets, sont symétriques par rapport au
centre O de la sphére circonscrite.

De plus, appliquant le théoréme de STEWART au triangle

AOQOw, par exemple, on obtient facilement, d’abord la relation

Ao = (1 —4K2-R24+ k- (a2 + b® 4+ %) — k2 - Za? , (53)

et des expressions analogues pour Bw?2, Cw?, Dw?, puis ’expression

2 = (1 —4k)2- R2— k2. Za? (54)

du carré du rayon de la sphére, de centre «, orthogonale aux
quatre sphéres de centres A, B, C, D dont les carrés [2, m?, n?, p?
des rayons ont les valeurs indiquées par la relation (48).

Remarques. 1° Lorsqlie k= —;—,

Ow =20G =00, o=Q, p2 = R? — —Xa% . (55)
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Comme dans tout tétraédre, on a

16R? > Nat,
.
la sphére (0 = Q), de rayon p, est toujours imaginaire.
Des relations (49), (51), on déduit également que
a'? + b + c*

Ao = i , . ~ (56)
- 80G

et des formules analogues pour BB, Cy, D3 obtenues par des
permutations. circulaires sur a, b, ¢ et a’, b’, ¢’

K étant le point ou la droite OG perce le plan radical (r)
des sphéres (O) et (o = Q), on a done

2 a?
16

(57)

3

GK = %(A& + BE +Cy + D?) =
D’autre part,

GO% — o2 = OG2 — ¢ = R? — izaz_‘Rz + ~Z—:Zaz = %Zﬂ .

16
(58)
Mais, en vertu de (29),
e 2 . e —— — —
GO ot = 23 = 2% 305G = GK-3G0 = GK;- GO, (59)
16 160G .

K, étant le transformé du point K par I’homothétie (G, 3).
On peut donc énoncer ce theoréme: |

Des sommets d’un tétraédre ABCD, comme cenires, on décrit
les sphéres dont les carrés des rayons sont égaux respectivement
a la demi-somme des carrés des arétes aboutissant aux sommets
constdérés. Le centre o de la sphere orthogonale aux quatre sphéres
coincide avec le point de MoNGE, et le plan polaire du centre G
de gravité du tétraédre, par rapport & la sphére (o = Q), est le

iransformé du plan radical de cette sphére et de la sphére circonscrite,
par Uhomothétie (G, 3).

20 Observant, par exemple, que
k(@ + % 4+ ) + k@ + b+ ) =k-Za2, " (60) .
on obtient les relations |
2 2 w2
X+ Y, =X, + Y, =X+ Y, =X+ Y;=Fk-Zat, (61)

L’Enseignement mathém, 36=e¢ année, 1937. ' ; 7
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entre les carrés des rayons X,, X,, X., Xz et Y,, Y, Y., Y,
des spheéres, de centres A, B, C, D, correspondant aux relations
(7) et (49).

Nous avons repris 'étude de la sphére pE LoNGccHAMPS depuis
’envoi du présent Mémoire & L’Enseignement mathématique.

Dans une communication au CONGRES INTERNATIONAL DES
MaTuEMATICIENS (Oslo, 1936) %, nous avons signalé, entre
autres, les théorémes suivants qui étendent au tétraédre général
des propositions déja anciennes dues & J. GrirriTHS %, sur le
triangle, et 4 J. WoLsTENHOLME 3, concernant le tétraédre
orthocentrique. |

1. —- Le centre G de gravité du tétraédre ABCD est le centre
de Dellipsoide de STEINER circonscrit dont les demi-axes z, ¥y, 2
vérifient les relations 4

x2+y2+22=—3—2a2:pz. (62)

Il résulte donc des relations (30) et (62) que la sphere
(o (=) G, p,) est la sphére orthoptique de I'ellipsoide de STEINER
circonscrit au téiraédre ABCD. |

9. — THEOREME. — Dans un tétraédre quelconque ABCD, la
sphére (O) circonscrite, la sphére (O,) circonscrite au tétraédre
anticomplémentaire A;B,C,D,, la sphére (0) DE LoNGcHAMPS, la
sphére (T') décrite sur le segment rectiligne joignant le centre G de
gravité au point Q, de MoNGE du téiraédre anticomplémentaire,
comme diamétre, et la sphére de MoNGE de Uellipsoide de STEINER
circonscrit au tétraédre fondamental, appartiennent & un méme
faisceau.

1 Cf. aussi V. THEBAULT, Annales . de la Société scientifique de Bruxelles, 1936-72.

2 Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864-345 et 1865-522.

3 Nouvelles Annales de Mathématiques, 1871-452.

4 La premiére de ces relations est due & M. E. TURRIERE, L’Enseignement mathéma-
tique, 1930-70. , '
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3. — TutortME. — Dans un télraédre quelconque ABCD, la
sphére circonscrite, la sphére décrite sur le segment rectiligne
joignant le centre de gravité au point de MONGE, comme diamélre,
la sphére de MoNGE de Uellipsoide de STEINER inscrit, la spheére

pE LoNGcHAMPS de ce dernier téiraédre, appartiennent a un méme
faisceau. Ces deux propositions complétent les théorémes G
et D qui précédent.

LES RELATIONS D'EGALITE RESULTANT
DE L’ADDITION ET DE LA SOUSTRACTION LOGIQUES
CONSTITUENT-ELLES UN GROUPE ?

PAR

Jean PiaceT (Geneve).

Le but de cette Note n’est pas d’élaborer de nouveaux pro-
cédés de calcul logistique, mais uniquement de chercher si les
opérations d’addition et de soustraction, propres a I’Algébre
de la Logique, sont susceptibles, une fois mises sous forme
d’égalités, d’engendrer un véritable groupe. La seule nouveauté,
au point de vue du calcul logique, est d’avoir généralisé I’opéra-
tion inverse de I’addition: la «soustraction logique», interprétant
ainsi ce que les logiciens appellent la «négation ». |

En étudiant le développement génétique de la logique et
des notions mathématiques en psychologie de I'enfant, nous
avons été frappé de importance de la réversibilité croissante
des opérations pour la constitution de la raison. C’est ce qui
nous a conduit, par analogie avec ce que H. POINCARE a montre
pour la genése de I’espace, & nous demander si, indépendamment
de toute numération, la formation des classes et des relations
logiques implique une structure groupale, paralléle, sur ce plan

circonscrite au tétraédre complémentaire G,Gy, G, Gy et la sphére -
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