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SUR LE NOMBRE DE POLYNOMES
A HAUTEUR DONNEE

PAR

M. H. MarTIN et A. SEpENBERG (Université de Maryland,
U.S.A)).

Soit
a, " + a, 4 S ta, e, >0,

un polyndéme a coefficients entiers. D’aprés Georg CANTOR on
appelle hauteur du polynéme la quantité
h=mn+a, + {a, 4|+ .. +|a] .
Nous nous proposons de démontrer ici les trois théorémes
suivants.

Tutorime 1. — Le nombre N (h, n) de polynémes & degré n
et hauteur h est donné par la formule

s =223 (1T (T e

oit le dernier terme dépend de h et n, & savoir:

h—n—1 h—1 h—1
__ on T — 9N — e w
l__z( " ) pour n < 3 b f=13 pour'nv— 5 ;

__ oh-n—1 n h—1
Il =2 (k——n—l) pour n>———2 .

Le nombre N (h, n) satisfait la relation

N(h,n) = Nih b —n—1) ,
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c’est-a-dire que, pour h fize, le nombre de polyniémes d degré n est
égal au nombre de polynémes & degré h — n — 1.

TuEoREME 2. — Le nombre N (h, n) est égal au coefficient de £
dans le deaeloppement de (£ + 2)" (1 + gL,

TrEOREME 3. — Le nombre N (h) de polynémes & hauteur h
est donné par la formule

N = (1) 2 (M) r (P b vr,

h—2 h~1
ou le dernier terme est égal ¢ h22 pour h pair, et @ 272 pour h

impair.

Démonstration du théoréme 1. — La relation définissant la

hauteur ~ peut secmre sous une forme d’une équation dio-
phantine :
e, +la, 4|+ ... +]a] =h—n, a, >0,

ou 2 — n > 0. Considérons le produit

(B B g ) (B 2FL 4 282 4 . 4+ 2£%ml 4+ ) e
(B4 28 282 4 o glel Ly

Le coefficient de
zh‘“n-: aan Elan—ll F’laol

dans ce produit est évidemment égal au nombre N (h, n) de
solutions distinctes de I’équation dlophantme mentionnée.
D’ailleurs le produit en questlon peut s’écrire

4 <1+E>n= Eo(1—k 4 2gn
1—&\1—§& 1—¢& (1 —gn

i Qater (e -]

d’ou le théoréme 1 sé déduit aisément.
Pour démontrer la seconde partie du.théoréme, il suﬁit de
remplacer, dans I’expression qu1 donne N (%, n), n- par lz——n——l
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Démonstration du théoréme 2. — Ce théoréme suit immeédiate-
ment le développement de (£ + 2)" et de (1 + &)™

Démonstration du théoréme 3. — Nous avons tout d’abord

h—1 '
N{k) = D\N(k, v),
v=0
d’ou on déduit en appliquant le théoréme 2 que le nombre N (&)
est’égal au terme indépendant de la somme |

h—1
(€ 4+ 2)°(1 4+ g+

Mais cette somme peut s’écrire

h—1
het 2 +EV 1 (2+EP—(E+ 8"
N %(a e |

Donc N (k) est le coefficient de £*! dans le développement de la
fonction

[\

(£ + 2)

1 —

1
2

o]

en séries de Maclaurin. Le résultat annoncé s’en déduit sans
difficulté.

On peut étendre la méthode précédente aux problémes
diophantins d’un type plus général. Mais pour le probléme
spécial qui nous occupe ici on peut suivre un chemin plus direct.

Démonstration du théoréme 3. — Considérons en premier lieu
le polyndme
ax® + a2+ o,y N R A (P)

a hauteur 7 qui se compose de p + 1 termes, ou « et
B> B, > B,y > .. > B =0 sont des entiers non-négatifs
et oy, o, g, .oy 0y SODT des entiers quelconques non évanouissables,

et tels que ‘
Bt o+ o]+ (o] + o o] =B

Nous nous proposons de calculer le nombre de ces polynomes.
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Supposons d’abord que «,, @, , ..., o« sont tous positifs,
) 2 :
c’est-a-dire. que

Oﬁgladpz'l, '1..>_./1 ---’a1:>:1?'

b-

et considérons les 2p + 1 entiers

0§31<s2<‘...<sp<sp+i <sp+2<...<sgp<32p+1§h—~1 ,

(I)
définis par les équations
gy = f§; , Spr1 zh——oc—ocp—...—oc2—~oc1=B,
sy = By , Sp49 —h——ac—ocp»~ — o ,
Sp=Bp, Sp =h—a—oa,
Sept1 = b —

En résolvant ces équations par rapport & «, B, «;, B;, nous
obtenons

Pr = 51, % = Spyo T Sp41 o
B = 55, dy = Sp;;_g —— Sp+2
Bp = sp> %*p = Sep+1 T Sop >
Bo=spp1, @ =h—sgy .

Il s’ensuit qu’il existe une correspondance bi-univoque entre
les polynémes (P) aux coefficients positifs et les ensémbles
d’entiers (I). Il y a donc autant de polyndmes (P) que d’en-

sembles (I), & savoir (2 54 )
Ajoutons maintenant le cas ot py K q 5 -y % PEUVent prendre
des valeurs négatives, et on voit faellement que le nombre de

h
polyndmes devient 27 <2p + 1) :

La démonstration du théoréme 3 s’achéve en effectuant la
sommation de résultats précédents pour p = 0,1, 2,

Démonstration du théoréme 1. — Comme auparavant nous
commencons.par le cas ot a,, o, 4, ..., «; sont des entiers posi-
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tifs. Mettons s,,; = { = n en nous limitant aux polyndmes de
degré n qui ont des coefficients positifs. Le nombre de tels
polynomes est égal au nombre d’ensembles des entiers (1) ou

Spp1 = N, c'est-d-dire <Z> (h - N 1) :

p : :
Si maintenant nous admettons des valeurs négatives pour
Gy Oy gy ooy O, 1e nombre des polyndmes (P) devient

()

Le théoréeme 1 se déduit de la sommation de ces résultats
pour p =0,1,2, ...
La seconde méthode a I'avantage de donner une interprétation

“directe des termes individuels dans les formules pour N (%) et
N (h, n). |

Université de Maryland.
College Park, Etats-Unis.

L’EQUIVALENCE, LA DEFINITION ET LA SOLUTION .
DU PARADOXE DE RUSSELL!*

PAR -

Ch. PererLMAN (Bruxelles).

On entend par équivalence formelle une équivalence établie
entre deux fonctions propositionnelles; on dit qu'une telle
‘équivalence est vraie quand, quelle que soit la valeur de la variable,
les propositions obtenues en remplagant, dans les deux membres
de ’équivalence, la variable par le méme argument ont la méme
valeur, c’est-a-dire sont toutes les deux vraies ou toutes les
deux fausses. Une équivalence formelle est fausse quand ceci
n’est pas vrai pour toutes les valeurs de la variable.

1 Le présent article compléte un travail paru dans Mind, vol. XLV, n° 178 (avril 1936,
et intitulé « Les Paradoxes de la Logique »; cf. aussi ma communication « Une solution
des paradoxes de la logique et ses conséquences pour la conception de Tinfini» dans
les Travaux du IXe Congrés International de Philosophie, Vol. VL.
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