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44 A . B. KAUFMANN

IV. — AUTRES PROBLEMES.

11. — Les résultats indiqués plus haut nous permettent de
considérer les multiplicités générales comme des éléments a
dimension supérieure d’un ensemble. Au moins d’une facon
infinitésimale nous pourrions comparer la composition d’un
ensemble & partir de multiplicités arbitrairement petites a la
ecomposition d’un simplexe & partir de simplexes arbitrairement
petits.de chaque dimension. Sans doute, ce sont ici les premiers
resultats obtenus dans cette direction; ils permettent cependant
de poser, aussi globalement, plusieurs autres problémes. Pour
terminer, je voudrais en mentionner quelques-uns 1.

La tache consiste en la construction d’un systéme inductif
d’enlacement, correspondant au' probléme concret donné. En
géneral, la solution de ce probléme est facile pour le cas d’en-
sembles formant des obstacles d’homologie des hypersphéres.
Dans le cas général d’ensembles enlacés avec des cycles arbi-

traires, on peut facilement étendre les cycles j fois, si I’on a

" /—l 7 /4 /4 .
] < (r— = —’2_ ) En conséquence, nous ne pouvons établir des

nouveaux théorémes de pavage que jusqu’a la j-éme dimension.
Pour des j<r et des r <n arbitraires la solution générale
n’existe pas encore 2.

1 D’autres problémes liés immédiatement & la théorie exposée ici sont indiqués dans
les travaux mentionnés dans la bibliographie.

2 Ayant déja terminé le manuscrit de cette conférence, j’ai pu encore démontrer
les théoremes de pavage, de méme que les théorémes énoncés dans le paragraphe 9,

pour tous les ensembles fermés & un nombre arbitraire de dimensions dans R”. En méme

temps le probleme d’étendre r fois un cycle par rapport & un F arbitraire dans U a

été résolu.
La solution repose sur le lemme suivant:

Soient F un ensemble fermé & r dimensions arbitraire dans ﬁ et 171 yn cycle
arbitraire (mod. O) a (n — r — 1) dimensions dans U — F; rn—r—1 ~/~ 0 dans U-F,

Alors il existe une suite de complexes 4 (n — r) dimensions {Kn 7}\’21 3
K" s 177-1  gans U, ve= 4, 2 L

tels que llm{ K F} soit un ensemble 4 0 dzmenswns
= 0
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19. — D’autres problémes se présentent si l'on veut carac-
tériser les multiplicités classiques a ce nouveau point de vue.
La définition de l'ordre des points de multiplicités peut étre
considérée comme un travail préparatoire dans cette direction.
Soient {f*} et {'fl} pour n, m=1,2,... deux suites de
multiplicités décroissantes a A dimensions ayant un point
limite P commun. Si une multiplicité 'f* (pour m = p) contient
toutes les f* pour chaque w arbitrairement grand et si, récipro-
quement, une multiplicité f* contient presque toutes les ‘i si
grand que soit n = v, alors nous appelons les suites {3} et {fm}
équivalentes et nous dirons qu’elles définissent le point P comme
un point de multiplicités & £ dimensions. Si toutes les suites
qui définissent un point P comme un point de multiplicités a k
dimensions sont équivalentes, nous appelerons P un point de
multiplicités stmple. 11 est clair que le nombre (fini ou infini)
de suites {/!'} non équivalentes définissant le point P comme
un point de multiplicités & h dimensions peut étre considére
comme ordre (& z dimensions) de P. |

F étant un ensemble & r dimensions, nous appelons un point P
de F point régulier si, 3 étant un nombre arbitrairement petit,
il existe un 1 < 3 et tel qu'une multiplicité & r dimensions de
diamétre = S contienne tous les points de F intérieurs a un
voisinage U (). Un ensemble F est dit régulier si tous ses points
sont réguliers. Il est clair qu’un point régulier de F doit étre
simple dans la dimension r-eme. Il serait intéressant de savoir
si un ensemble fermé F dont tous les points sont des points
simples dans la r-éme dimension est régulier lui-méme.

11 serait notamment intéressant de savoir si la notion générale
de multiplicité permettrait & elle seule de caractériser les
multiplicités classiques . L’on pourrait essayer d’appliquer icl
aussi le principe inductif.

Une multiplicité générale & 2 dimensions (et notamment dans
le sens absolu, c’est-a-dire définie dans U = R") est appelee
simplement connexe (localement) dans la dimension (h — 1)-éme
si chaque point P de F peut étre séparé de chaque point R 7= P
de F par une multiplicité & (h — 1) dimensions ' placée dans

1 En se servant des nombres de Betti généralisés M. Lefschetz a résolu ce probléme
pour des ensembles fermés, M. E. Cech pour des espaces topologiques.
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U (P, 3) (pour chaque 3) et simplement connexe (localement) dans
la dimension (h— 2)-éme. L’induction peut ici commencer par f°
ou fi, c’est-a-dire par des cercles topologiques. La question qui
se pose est la suivante: les ensembles d r dimensions, localement
simplement connexes dans la (r — 1)-éme dimension, sont-ius des
multiplicités classiques (dans le sens étendu de MM. vaN KAMPEN
et PoNTRJAGIN) ? 1.

13. — Cette question ne doit pas étre confondue avec le
probléme de caractériser les multiplicités classiques par les
propriétés de espace complémentaire et notamment avec le
probléme de la réciproque du théoréme de Jordan dans les
espaces & un nombre supérieur de dimensions. Ce dernier
probléme a aujourd’hui de l'intérét aussi dans R®. Il faut ici
distinguer entre les conditions locales (dans le sens ordinaire) et
les conditions globales qui sont plus essentielles. Les premiéres
peuvent facilement étre indiquées de diverses maniéres; la
seule solution dans R3® connue jusqu’a présent? repose sur
’hypothése de la connexion simple du domaine complémentaire
d’une surface fermée. Il est naturel que la démonstration se serve
du théoréme de dualité de M. ALExANDER. Mais je voudrais
remarquer ici qu’il existe une forme purement ensembliste de la
réciproque du théoréme de Jordan dans R®.

Pour qu'une surface ¥ & deux dimensions dans R3, fermée el
réguliére (dans le sens indiqué plus haut) dans chaque point soit
une sphére topologique il faut et il suffit que chaque section irré-
ductible d’un domaine complémentaire de F soit une multiplicité
de Cantor. ‘ |

La condition de régularité pourrait étre remplacée par une
autre condition, aussi purement ensembliste ®. Bien que la forme
de ce théoréme soit purement ensembliste, sa démonstration est
essentiellement combinatoire et ne pourrait guére étre ramenée
immeédiatement aux théorémes de dualité. L’on remarque
toujours que les problémes ensemblistes sous une forme générale

1 I’on sait que cette assertion est vraie pour le cas le plus simple h = 2.

2 Voir R. L. WILDER, Math. Annalen, 109 (1933), p. 273.

3 Si ’on voulait se servir de notions plus anciennes, il suffirait d’exiger (localement)-
que la surface F soit accessible et « unbewallt » & partir des . domaines complémentaires.




SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES 47

ne peuvent étre résolus que par des moyens combinatoires et
conduisent souvent a des nouveaux problémes combinatoires.

Je ne saurais indiquer a quel point une surface fermée dans
R" et satisfaisant & des conditions analogues, doit étre une
multiplicité dans le sens classique. - -

L

14. — Nous voulons revenir encore a des multiplicités
générales.

o]

La supposition suivante indique un probléme global trés
itéressant.

Soit F une variété générale & r dimensions. Soient A" et B"

deux sous-ensembles fermés & % dimensions de F, pour un
h=01, .. r—1 fixe. Nous prétendons qu’il existe toujours
une multiplzczte de Cantor a (h 4 1) dimensions Tthi contenant A"
et B"1,
Ce probléme est trés li6 au probléme du prolongement des
multiplicités arbitrairement petites & 2 dimensions dans F, et
ce dernier présente des analogies avec les surfaces de Riemann.
En général, la possibilité d’une analogie méme globale entre les
ensembles fermés et les espaces de Riemann n’est point absurde.
L’on pourrait, par exemple, envisager les multiplicités générales
comme des surfaces plides une infinité de fois et les ensembles
comme des totalités de telles surfaces; il n’est pas impossible
d’avoir une vue des éléments d’accumulation qui se présentent
ainsi. Dans R3 'on connait ces éléments qu’on pourrait aussi
appeler des «ideal elements ». II est stir que les recherches sur la
totalité de ces singularités d’un ensemble se feront par les
méthodes de la topologie combinatoire. '

1 11 est facile de démontrer cette assertion pour h = 0.

Dans R” 'on peut toujours relier un couple A” et B% d’ensembles & h dimensions
par une multiplicité de Cantor T2+1 Considérons une suite de décompositions en
simplexes z(s¥) de R” dont les diamétres tendent vers 0. Déterminons A partir des -

(h + 1) — simplexes de z(+1) une variété de Cantor Kh“H telle que I'on ait
d(A 1+ B, h_H) < <1, Ajoutons & Kh'} ! un complexe Kh'}"1 de tous les (h + 1) —
simplexes de z(:2) dont la distance de (A” + B?) serait 1nfér1eure a <2, etc. L’enve-
loppe fermée de K"+ 1 pour v+« est-une multiplicité de Cantor & (a -+ 1) dimen-
sions, reliant Al et B2. ‘ v
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