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TOPOLOGIE ET INTEGRALES MULTIPLES 221

suggére I’idée que dans une variété a n dimensions V, un p-champ
et une (n — p)-forme doivent étre deux aspects d’une méme
notion plus générale, que j’appellerai courant a p dimensions.
Telle est I'idée qui m’a conduit & la démoustration des trois
théorémes dont on vient de parler. Je vais maintenant esquisser
la théorie de ces courants et montrer comment elle conduit de
maniére trés naturelle & la théorie des résidus d’intégrales
doubles.

4. — THEORIE DES COURANTS.

D&riNiTioNs. — Un p-courant élémentaire est ’ensemble
(P, ") d’un (p + k)-champ c®** et d’une k-forme  (définie
au moins sur ¢®**). p est la dimension du courant. Comme
O=Zp+k=net 0=Fk=n, Pentier k£ ne peut prendre que
les n—p + 1 valeurs 0,1, ..., (n —p); il y a (n—p + 1)
types de p-courants élémentaires.

Un p-courant est la réunion d’un nombre fini de p-courants
élémentaires.

Addition et multiplication par un nombre. — La somme C; + C,
de deux p-courants C; et C, est le p-courant formé par la réunion
des p-courants élémentaires constituant C; et C,.

Le produit du p-courant élémentaire G = (¢, ) par le nombre A
est le p-courant élémentaire C = (¢, Aw). Pour multiplier un
courant quelconque par A, on multipliera chacun des courants
élémentaires qui le constitue par A.

Conventions de simplification.

(c,w) =0 si ¢c=0 ousi @w =0 surec.
(Ae, o) = Ale, o) .
(cla C‘)) T (02’ (.0) - (cl + Ca) “)) . (C, (’)1;' —+ (C, (")2) = (C, 0, + (’*)2) .
Produit de deuz courants. — Le produit du p-courant élémen-

taire (c’**, ") par le g-courant élémentaire (c?*. ') est le
(p + ¢ — n)-courant élémentaire.

(cp+k, mh) (cq+l : wl) — (___ ,l)h('n~q—-l) (cp—l—k . Cq+.l , wl wh)



222 G. DE RHAM

ot P ¥t est Iintersection de ¢ avec ¢t et w'w” le pro-

duit (extérieur) de o' par o”.

Le produit de deux courants quelconques s’obtient par la
régle de distribution (tout courant étant la somme de courants
élémentaires).

Dérwé d’un courant. — Le dérivé du p-courant élémentaire
PR W) est le (p — 1)-courant
?

d(cP T o) = (¢, o) + (— DR (fle), o)

ol o est la (k + 1)-forme égale a la dérivée extérieure de o"
et f(c) le (p + k — 1)-champ frontiére du (p + k)-champ c?*".

Le dérivé d’un courant est la somme des dérivés des courants
elémentaires qui le constituent.

Indice d’un o-courant. — On appellera indice du o-courant
élémentaire C® = (c*, ") le nombre

R(k+1)
/ 2
I(c9) = (—1) of .

L’indice d’un courant quelconque est égal par définition & la
somme des indices des courants élémentaires qui le constituent.
Si k=0, ¢* est un o-champ, c’est-a-dire un systéme de

points P; (en nombre fini) affectés de coefficients &;: ¢® = D1 #;P;;
]
" est une fonction de point w® = f(P) et le signe [ " est alors

défini par *

fmo = D k(P -

c0

PROPRIETES DES OPERATIONS DEFINIES. —- a) Lies p-courants
forment un espace vectoriel.

b) La multiplication de deux courants est une opération
distributive par rapport a l'addition, associative, et pseudo-
commutative: CP.(C% == (— 1) P C1_CP, p et ¢ étant les
dimensions de CP et G4

¢) La dérivation est une opération linéaire: d(AC; 4+ nGCy)
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= AdC; 4 udC,. Le second dérivé est toujours nul: d(dC) = 0.
Le dérivé d’un produit est donné par la formule

d(CP.CY = QP . dCY + (— 1) PdCP - 2 .

d) L’indice d’un o-courant est fonction linéaire de ce o-courant,
et si C0 = dCt, I(C%) = I(dC) = 0.

ReEMARQUES. — a) La théorie précédente contient les deux
théories des champs et des formes.

Appliquées a Uintérieur du systéme des courants du type (c, 1),
les opérations définies n’en font pas sortir et coincident avec
les opérations de la théorie des champs appliquées & c: la multi-
plication et la dérivation coincident respectivement avec I'inter-
section et le passage a la frontiére. I’indice d’un o-courant de
ce type, I(c, 1), est égal & la somme des coeflicients des points
du o-champ ¢, et si ¢ = c?.c¢" P, I(c.1) est égal au nombre
I(cP.c"P) des points d’'intersection de ¢ avec ¢"P.

Appliquées a I'intérieur du systeme des courants du type
(V, ), les opérations définies n’en font. pas sortir et coincident
avec les opérations de méme nom de la théorie des formes appli-
quées & w. L’'indice d’un o-courant (V, o) de ce type est égal
(au signe prés) & l'intégrale de la forme o étendue a V.

Nous conviendrons par suite de considérer (V, o) et w comme
identiques, de méme que (c, 1) et c.

Remarquons encore que, comme (¢, ) = (¢, 1) (V, w), tout
courant, est une somme de produits d’un champ par une forme.
Le n-courant (V, 1), identique & la fois au n-champ V et a la
o-forme 1, joue le role d’unité dans la multiplication.

Dans le langage des algébristes, les systémes des courants, des
formes et des champs sont des algebres, et I’algébre des courants
est le produit direct de 1’algébre des formes et de I’algébre des
champs.

b) Pour que cette notion de courant ne paraisse pas trop
artificielle, indiquons une interprétation physique des 1-courants
et des o-courants dans I’espace ordinaire.

Un courant électrique (stationnaire) peut toujours &tre
représenté par un 1-courant. Les trois types possibles de 1-cou-
rants dans lespace, (¢**, o*) (k = 0, 1, 2), représentent respec-
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tivement les courants linéaires (k = 0), superficiels (k = 1), ou
de volume (k = 2). ¢**' est le support (a (k 4 1) dimensions)
du courant, " est le débit élémentaire & travers I’élément de
variété a k dimensions tracé sur ¢+,

Une distribution de masse dans I'espace est représentée par
un o-courant. Les quatre types possibles de o-courants, (c*, »")
(pour £ =0, 1, 2, 3) représentent respectivement les masses
ponctuelles (k = 0), linéaires (k = 1), superficielles (£ = 2), ou
de volume (k = 3). c* est le support des masses, »" mesure la
masse contenue dans un élément de c*.

L’indice d’un o-courant a aussi une interprétation physique
simple. Soit C! le 1-courant qui représente un courant électrique,
¢ un champ & 2 dimensions. Le produit (¢?, 1) . C! est un o-cou-
rant, son indice est le débit d’électricité-a travers ¢ (quel que
soit le type de C!, méme §’il est une somme de courants des
trois types).

Soit encore C° le o-courant qui représente une distribution
de masses, ¢ un 3-champ. Le produit (c3, 1).C? est un o-cou-
rant dont l’indice est la quantité de masse contenue dans c3. L’indice
de CO est la masse totale répartie dans tout I'espace.

Considérons enfin la dérivation. Si1 C! est un 1-courant qui
représente un courant électrique, son dérivé dC! est le o-courant
qui représente la répartition des sources (positives et néga-
tives) d’électricité.

c) A tout (n — p)-courant C*P correspond une fonctionnelle
linéaire de p-courant

F(CP) = I(CP.C"P) .

Cela permet, dans des cas assez généraux, de déterminer le
(n — p)-courant C™P par les valeurs de la fonctionnelle corres-
pondante sur un certain ensemble de p-courants. C’est ainsi
qu’une p-forme o est déterminée par les valeurs de I'intégrale fm
pour tout champ c.

Il faut remarquer toutefois que, 'intersection de deux champs
pouvant étre indéterminée, le produit CP.C"P et par suite
Pindice I(C? . C"?) ne sont pas déterminés pour tous les couples
de courants C?, C"P,
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