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suggère l'idée que dans une variété à n dimensions V, un p-champ
et une (n — p)-forme doivent être deux aspects d'une même
notion plus générale, que j'appellerai courant à p dimensions.
Telle est l'idée qui m'a conduit à la démonstration des trois
théorèmes dont on vient de parler. Je vais maintenant esquisser
la théorie de ces courants et montrer comment elle conduit de

manière très naturelle à la théorie des résidus d'intégrales
doubles.

4. — Théorie des courants.

Définitions. — Un p-courant élémentaire est l'ensemble
(cp+fe, cùk) d'un (p + &)-champ cv+k et d'une k-forme co (définie

j au moins sur cv+k). p est la dimension du courant. Comme

| 0 ^ p -f h ^ n et 0 ^ k ^ n1 l'entier k ne peut prendre que
y les n — p + 1 valeurs 0, 1, (n — p) ; il y a (n — p + 1)

types de p-courants élémentaires.

| Un p-courant est la réunion d'un nombre fini de p-courants
f élémentaires.

1 Addition et multiplication par un nombre. — La somme C3 + C2
de deux p-courants C3 et C2 est le p-courant formé par la réunion

é des p-courants élémentaires constituant G1 et C2.

I Le produit du p-courant élémentaire C (c, co) par le nombre X

I le p-courant élémentaire C — (c, Aoo). Pour multiplier un
I courant quelconque par X, on multipliera chacun des courants

élémentaires qui le constitue par X.

Conventions de simplification.

(e, co) 0 si c 0 ou si co 0 sur c

(X C CO) «aap X (C CO)

(cl> Co) + (c2, co) (cx + c2, co) (c, coj + (c, co2) — (c, cox -h co2)

Produit de deux courants. — Le produit du p-courant élémentaire

(cp+&, iùh) par le g-courant élémentaire {cq+\ co*) est le
(p + g — ft)-courant élémentaire.

(cV+h C0fe) (C«+1 co*) (— i)Hn-q-l) (cv+k cq+l J^
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où cv+h cq+l est l'intersection de cv+k avec cq+l et cùl(ùk le
produit (extérieur) de <7 par oA

Le produit de deux courants quelconques s'obtient par la
règle de distribution (tout courant étant la somme de courants
élémentaires).

Dérivé d'un courant. — Le dérivé du p-courant élémentaire
(cp+fe, cùk) est le (p — l)-courant

d(cp+\ A) (c, of) -f (- 1 )k(f(c), o>)

où (x)f est la (k + l)-forme égale à la dérivée extérieure de o7

et f(c) le (p -f k — l)-champ frontière du (p + /c)-champ cp+fl.

Le dérivé d'un courant est la somme des dérivés des courants
élémentaires qui le constituent.

Indice d'un o-courant. — On appellera indice du o-courant
élémentaire C° (cfe, cofe) le nombre

m±l1
I(c°) (— 1)

2

L'indice d'un courant quelconque est égal par définition à la
somme des indices des courants élémentaires qui le constituent.

Si k 0, ch est un o-champ, c'est-à-dire un système de

points Pt (en nombre fini) affectés de coefficients /q: c° ^/qP^,
i

coft est une fonction de point où0 / (P) et le signe f cùk est alors
défini par °k

c0 l

Propriétés des opérations définies. — a) Les p-courants
forment un espace vectoriel.

b) La multiplication de deux courants est une opération
distributive par rapport à l'addition, associative, et pseudo-
commutative: (7 Cq — (— l)(nvp)(n-g) Qq

^ p ei g étant les

dimensions de Cp et Cq.

c) La dérivation est une opération linéaire: d(k+ qC2)
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XdCj. + \idC?j. Le second dérivé est toujours nul: d(dC) 0.

Le dérivé d'un produit est donné par la formule

d[CP Cq) Cp dGq + (— i)n'vdCv • Gq

d) L'indice d'un ö-courant est fonction linéaire de ce ö-courant,
et si C° dC\ I (G0) « I (dC1) 0.

Remarques. — a) La théorie précédente contient les deux
théories des champs et des formes.

Appliquées à l'intérieur du système des courants du type (c, 1),
les opérations définies n'en font pas sortir et coïncident avec
les opérations de la théorie des champs appliquées à c: la
multiplication et la dérivation coïncident respectivement avec l'intersection

et le passage à la frontière. L'indice d'un o-courant de

ce type, I (c, 1), est égal à la somme des coefficients des points
du o-champ c, et si c cv cn~p, I (c 1) est égal au nombre
I (cv cn~v) des points d'intersection de cv avec cn~v.

Appliquées à l'intérieur du système des courants du type
(V, où), les opérations définies n'en font pas sortir et coïncident
avec les opérations de même nom de la théorie des formes appliquées

à où. L'indice d'un o-courant (V, co) de ce type est égal
(au signe près) à l'intégrale de la forme où étendue à V.

Nous conviendrons par suite de considérer (Y, co) et co comme
identiques, de même que (c, 1) et c.

Remarquons encore que, comme (c, co) (c, 1) (V, co), tout
courant est une somme de produits d'un champ par une forme.
Le 72-courant (V, 1), identique à la fois au /i-champ V et à la
o-forme 1, joue le rôle d'unité dans la multiplication.

Dans le langage des algébristes, les systèmes des courants, des
formes et des champs sont des algèbres, et l'algèbre des courants
est le produit direct de l'algèbre des formes et de l'algèbre des

champs.
b) Pour que cette notion de courant ne paraisse pas trop

artificielle, indiquons une interprétation physique des 1-courants
et des 0-courants dans l'espace ordinaire.

Un courant électrique (stationnaire) peut toujours être
représenté par un 1-courant. Les trois types possibles de 1-courants

dans l'espace, (cfe+1, cùk) (k =- 0, 1, 2), représentent respec-



224 G. DE RHAM

tivement les courants linéaires (k 0), superficiels (k — 1), ou
de volume (k 2). ch+i est le support (à (k + 1) dimensions)
du courant, oA est le débit élémentaire à travers l'élément de

variété à k dimensions tracé sur ch+i.
Une distribution de masse dans l'espace est représentée par

un o-courant. Les quatre types possibles de o-courants, (ofe, cùk)

(pour k — 0, 1, 2, 3) représentent respectivement les masses
ponctuelles (k 0), linéaires (k — 1), superficielles (k 2), ou
de volume (k 3). ck est le support des masses, mesure la
masse contenue dans un élément de ck.

L'indice d'un o-courant a aussi une interprétation physique
simple. Soit C1 le 1-courant qui représente un courant électrique,
c2 un champ à 2 dimensions. Le produit (c2, 1) G1 est un o-cou-
rant, son indice est le débit d*électricité • à travers c2 (quel que
soit le type de C1, même s'il est une somme de courants des

trois types).
Soit encore G0 le o-courant qui représente une distribution

de masses, c3 un 3-champ. Le produit (c3, 1). C° est un o-courant

dont Vindice est la quantité de masse contenue dans c3. L'indice
de C° est la masse totale répartie dans tout l'espace.

Considérons enfin la dérivation. Si G1 est un 1-courant qui
représente un courant électrique, son dérivé dC1 est le o-courant
qui représente la répartition des sources (positives et négatives)

d'électricité.
c) A tout (n — /?)-courant Cn_p correspond une fonctionnelle

linéaire de /^-courant

F (Cp) I (Gp - Cn-P)

Cela permet, dans des cas assez généraux, de déterminer le

(n — p)-courant Cn-P par les valeurs de la fonctionnelle
correspondante sur un certain ensemble de p-courants. C'est ainsi

qu'une p-forme oo est déterminée parles valeurs de l'intégrale / o
pour tout champ c. c

Il faut remarquer toutefois que, l'intersection de deux champs

pouvant être indéterminée, le produit Cp Cn_p et par suite
l'indice I (Cp Gn_p) ne sont pas déterminés pour tous les couples
de courants Cp, Cn~p.
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