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196 ELIE CARTAN

VII. — Dernières recherches sur les groupes
SIMPLES CLOS.

L'importance, dans la topologie des groupes, des groupes
simples clos appelle l'attention sur les propriétés topologiques de

ces groupes dont nous n'avons donné qu'une faible partie, à

savoir que leurs deux premiers nombres de Betti sont nuls.
La première recherche plus approfondie sur ce sujet repose

sur un théorème, susceptible du reste de s'appliquer à tout espace
riemannien symétrique clos, et qui s'énonce ainsi [15]:

Le pieme nombre de Betti d'un groupe de Lie clos est égal au
nombre des invariants intégraux linéairement indépendants de

degré p de l'espace du groupe, et ce nombre est lui-même égal au
nombre des formes extérieures de degré p linéairement indépendantes
qui sont invariantes par le groupe adjoint.

La démonstration de ce théorème fait appel aux théorèmes
de M. de Rham [18].

D'après cela le premier nombre de Betti du groupe adjoint
d'un groupe dont la forme cp (e) est définie est évidemment nul.
En effet ce groupe adjoint est clos et il n'admet aucun invariant
linéaire, car l'existence d'un tel invariant prouverait l'existence
d'un sous-groupe invariant d'ordre r — 1, ce qui est absurde.

On peut démontrer presque aussi facilement que le second

nombre de Betti est nul; s'il ne l'était pas, le groupe adjoint
laisserait invariante une forme atj[el ej] non identiquement
nulle, les coefficients a% étant antisymétriques. L'invariance
s'exprime par les relations

f T
cij ark cik arj '

si nous désignons par {ijk} le premier membre de cette relation,
nous voyons qu'il se reproduit par l'échange des deux derniers
indices et que d'autre part il change de signe par l'échange des

deux premiers. On en déduit facilement qu'il est nul. Mais alors
chacune des formes linéaires aHel, a2iel, ariel est invariante;
cela n'est possible que si elles sont toutes nulles, ce qui est
absurde.
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Cette démonstration du théorème relatif aux deux premiers
nombres de Betti est beaucoup plus simple que celle qui a été

indiquée plus haut, mais elle va moins loin. En revanche il nous
est maintenant bien facile de voir que le troisième nombre de Betti
d'un groupe simple clos n'est jamais nul. Cela tient à l'existence
de la forme invariante

où l'on a posé

v __ jn A — rm \ — rm AYijk ij mk jk mi hi mj '

les Ai:j étant les coefficients de la forme cp(e). Ces coefficients

Yijk se reproduisent avec ou sans changement de signe suivant
qu'on effectue sur les indices une permutation impaire ou paire.

En m'appuyant sur la théorie de la représentation linéaire
des groupes simples sous la forme que lui a donnée
M. H. Weyl [4], j'ai pu démontrer [15] deux autres résultats
remarquables :

1° La somme des nombre de Betti d'un groupe clos de rang 1

est 2l;
2° Le polynome de Poincaré du groupe, c'est-à-dire le polynome

tr + Pi tr~{ + -j- Pr_11 -f 1 dont les coefficients sont les nombres
de Betti successifs du groupe, est diçisible par (t + 1)[.

Ces résultats ne supposent pas le groupe semi-simple. Ils
donnent immédiatement le polynone de Poincaré

ps + 1)(f-3 + 1}

d'un groupe simple clos de rang 2.

Les théorèmes précédents ramènent la recherche des nombres
de Betti d'un groupe simple clos à un problème d'Algèbre. A ce
point de vue il a été résolu récemment par M. Richard
Brauer [22] qui a indiqué les polynômes de Poincaré pour les
quatre grandes classes de groupes simples, à savoir:

(A)* : (P + 1) («s + 1) (t2l+{ + 1) r + 2) ;

(B) et (G) : («« + 1) + l) (t«-i + i) r z(2z + i) ;

(D) : (i3 + 1) (t? + 1) (jtu~5 + + 1) r 1(21 — 1)
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Ces résultats, dont j'avais indiqué les deux premiers comme
probables, avaient été trouvés un peu auparavant par
M. Pontrjagin, qui a employé une méthode de nature topologique,
d'abord en utilisant le théorème relatif à la somme 2l des nombres
de Betti [20], ensuite en s'en affranchissant [21]. Cette méthode
consiste essentiellement à montrer l'existence, dans un groupe
simple clos G de rang Z, d'un sous-groupe simple G' d'ordre r' et
de rang Z— 1 et, dans l'espace de G, d'une variété orientable
fermée V à r—r' dimensions ayant un seul élément commun
avec G'. On obtient alors une base complète des homologies
de G en prenant une base des homologies de G' et en lui adjoignant

les variétés obtenues par multiplication (au sens des

groupes) des éléments de chaque variété de cette base par les

éléments de V.
En supposant que cette manière de procéder puisse s'appliquer

aussi aux groupes simples exceptionnels, on peut encore énoncer
les résultats suivants.

Etant donné un groupe simple clos de rang Z, il existe, dans

l'espace du groupe, Z variétés fermées orientables fondamentales

Vi, V2, Vj toutes de dimensions impaires, telles que les
2^ — 1 variétés

VûVi2 - & < * < - < ^
obtenues par multiplication au sens précédemment indiqué,
jointes à la variété V0 réduite au point unité, forment une base

des homologies.
Cela posé considérons deux de ces variétés,

w viivi2...vift

dont la somme des dimensions soit supérieure ou égale à r. On

a les théorèmes suivants :

1° U intersection W. W' est homologue à zéro si Vune des 1

variétés fondamentales n'entre dans la composition cZ'aucune des

deux variétés W, W'.
2° Uintersection est homologue au produit des variétés

fondamentales entrant à la fois dans la composition de W et de W',
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si toutes les variétés fondamentales entrent dans la composition soit
de W, soit de W', soit de W et W'.

Ces théorèmes rapprochent l'espace d'un groupe simple clos

simplement connexe de l'espace produit topologique de l espaces

sphériques ayant les dimensions de V1? V2, Vz: ces deux

espaces ont les mêmes nombres de Betti, les mêmes groupes
d'homologie et les mêmes lois d'intersections; mais on ne sait

pas s'ils sont homéomorphes.
Comme vous le voyez, si les recherches toutes récentes sur

la topologie des groupes simples nous ont apporté des résultats
très intéressants, elles nous posent par cela même de nouveaux
problèmes. Mais même en nous bornant à la simple détermination
des nombres de Betti des groupes simples, on ne devra pas
s'estimer complètement satisfait si on arrive à faire cette
détermination pour les cinq groupes exceptionnels. C'est en quelque
sorte une loi historique que les propriétés générales des groupes
simples ont presque toutes été vérifiées d'abord sur les différents
groupes et qu'on a ensuite cherché et trouvé une raison générale
dispensant de l'examen des cas particuliers; je ne connais guère
qu'une exception à cette loi: elle est fournie par le théorème
sur la somme 2l des nombres de Betti. Il faut espérer qu'on
trouvera aussi une raison de portée générale expliquant la forme
si particulière des polynômes de Poincaré des groupes simples clos.
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