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196 ' ELIE CARTAN

VII. — DERNIERES RECHERCHES SUR LES GROUPES
SIMPLES CLOS.

L’importance, dans la topologie des groupes, des groupes
simples clos appelle 'attention sur les propriétés topologiques de
ces groupes dont nous n’avons donné qu’une faible partie, a
savoir que leurs deux premiers nombres de Betti sont nuls.

La premiere recherche plus approfondie sur ce sujet repose
sur un théoreme, susceptible du reste de s’appliquer a tout espace
riemannien symétrique clos, et qui s’énonce ainsi [15]:

Le p'™¢ nombre de Beitt d’'un groupe de Lie clos est égal au
nombre des invariants intégraux linéairement indépendants de
degré p de Uespace du groupe, et ce nombre est lui-méme égal au
nombre des formes extérieures de degré p linéairement indépendantes
qui sont invariantes par le groupe adjoint.

La démonstration de ce théoreme fait appel aux théoremes
de M. de Ruawm [18].

D’apres cela le premier nombre de Betti du groupe adjoint
d’un groupe dont la forme ¢ (e) est définie est évidemment nul.
En effet ce groupe adjoint est clos et il n’admet aucun invariant
linéaire, car I’existence d’un tel invariant prouverait I'existence
d’un sous-groupe invariant d’ordre r — 1, ce qui est absurde.

On peut démontrer presque aussi facilement que le second
nombre de Betti est nul; s’il ne I’était pas, le groupe adjoint
laisserait invariante une forme a;[e'e’] non identiquement
nulle, les coefficients a;; étant antisymétriques. L’invariance
s’exprime par les relations

T _ T .
Cij G = Cin%j >

.

si nous désignons par {7k} le premier membre de cette relation,
nous voyons qu’il se reproduit par I’échange des deux derniers
indices et que d’autre part il change de signe par I’échange des
deux premiers. On en déduit facilement qu’il est nul. Mais alors
chacune des formes linéaires a,; €', ay€', ..., a,;e' est invariante:
cela n’est possible que si elles sont toutes nulles, ce qui est
absurde.
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Cette démonstration du théoréme relatif aux deux premiers
nombres de Betti est beaucoup plus simple que celle qui a été
indiquée plus haut, mais elle va moins loin. En revanche il nous
est maintenant bien facile de voir que le troisiéme nombre de Betti
d’un groupe simple clos n’est jamais nul. Cela tient a Pexistence
de la forme invariante

Yijk [efel €] |
ou ’on a posé
Tijp = CZL Ay, = c;n Api = thA’MJ ’
les Aj;; étant les coefficients de la forme ¢(e). Ces coefficients
Yiir Se reproduisent avec ou sans changement de signe suivant
qu’on effectue sur les indices une permutation impaire ou paire.

En m’appuyant sur la théorie de la représentation linéaire
des groupes simples sous la forme que lui a donnée
M. H. WevL [4], j’ai pu demontrer [15] deux autres résultats
remarquables:

10 La somme des nombre de Betti d’'un groupe clos de rang 1
est 2!

20 Le polynome de Poincaré du groupe, ¢’est-a-dire le polynome
"4 Pyt 4+ ... P, t 1 dont les coefficients sont les nombres
de Betti successifs du groupe, est divisible par (t 4 1)

Ces résultats ne supposent pas le groupe semi-simple. Ils
donnent immédiatement le polynone de Poincaré

(@ + 1) (2 + 1)

d’un groupe simple clos de rang 2.

- Les théorémes précédents raménent la recherche des nombres
de Betti d’un groupe simple clos & un probléme d’Algeébre. A ce
point de vue il a été résolu récemment par M. Richard
BrAUER [22] qui a indiqué les polynomes de Poincaré pour les
quatre grandes classes de groupes simples, & savoir:

i

(A) : (B + 1) (8 4+ 1) ... 2+ ) r=1{1+2 ;
B)et (C): (B 4+ 1) (@ + 1) ... (41 + 1) r= 1021+ 1) ;
Dy (@4 O)@E+1) . @ )@ 1) =120 —1) .
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~ Ces résultats, dont j’avais indiqué les deux premiers comme
probables, avaient été trouvés un peu auparavant par
M. Pontrjagin, qui a employé une méthode de nature topologique,
d’abord en utilisant le théoréme relatif & la somme 2' des nombres
de Betti [20], ensuite en s’en affranchissant [21]. Cette méthode
consiste essentiellement & montrer ’existence, dans un groupe
simple clos G de rang [, d’un sous-groupe simple G’ d’ordre r" et
de rang [—1 et, dans l'espace de G, d’une variété orientable
fermée V a4 r— r’ dimensions ayant un seul élément commun
avec G'. On obtient alors une base compléte des homologies
de G en prenant une base des homologies de G’ et en lui adjoi-
gnant les variétés obtenues par multiplication (au sens des
groupes) des éléments de chaque variété de cette base par les
éléments de V.

En supposant que cette maniére de procéder puisse s’appliquer
aussl aux groupes simples exceptionnels, on peut encore énoncer
les résultats suivants.

Etant donné un groupe simple clos de rang [, il existe, dans
P’espace du groupe, [ variétés fermées orientables fondamentales
Vi, V,, ..., V, toutes de dimensions impaires, telles que les
28— 1 variétés

Vi Vi, - Vi, (h <1y < oo < i)
obtenues par multiplication au sens précédemment indiqué,
jointes a la variété V, réduite au point unité, forment une base
des homologies.

Cela posé considérons deux de ces variéteés,

W=V, Vi .V,

W=V, V; ..V,
dont la somme des dimensions soit supérieure ou égale a r. On
a les théorémes suivants:

10 L’intersection W. W' est homologue & zéro si U'une des 1
pariétés fondamentales n’enire dans la composition d’aucune des
deux variétés W, W'.

20 L’intersection est homologue au produit des variétés
fondamentales entrant d la fois dans la composition de W et de W',
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si toutes les variétés fondamentales entrent dans la composition soit

de W, soit de W', soit de W et W',

Ces théorémes rapprochent ’espace d’un groupe simple clos
simplement connexe de 'espace produit topologique de [ espaces
sphériques ayant les dimensions de V,, V,, ..., V;: ces deux
espaces ont les mémes nombres de Betti, les mémes groupes
d’homologie et les mémes lois d’intersections; mais on ne sait
pas s’ils sont homéomorphes. |

Comme vous le voyez, si les recherches toutes récentes sur
la topologie des groupes simples nous ont apporté des résultats
trés intéressants, elles nous posent par cela méme de nouveaux
problémes. Mais méme en nous bornant & la simple détermination
des nombres de Betti des groupes simples, on ne devra pas
s’estimer completement satisfait si on arrive a faire cette déter-
mination pour les cing groupes exceptionnels. C’est en quelque
sorte une loi historique que les propriétés générales des groupes
simples ont presque toutes été vérifides d’abord sur les différents
groupes et qu’on a ensuite cherché et trouvé une raison générale
dispensant de I’examen des cas particuliers; je ne connais guére
qu’une exception a cette loi: elle est fournie par le théoréme
sur la somme 2" des nombres de Betti. Il faut espérer qu’on
trouvera aussi une raison de portée générale expliquant la forme
s1 particuliere des polynomes de Poincaré des groupes simples clos.
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