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LA TOPOLOGIE DES GROUPES 187

B. Le groupe orthogonal réel & 20 4 1 variables;

C. Le groupe linéaire complexe de la forme d’Hermite
Ty %y + ... + 2,2, et de la forme quadratique extérieure
[2125]) + [2324] + . + [Zog Zoy)- _

D. Le groupe orthogonal réel & 2/ = 6 variables;

Le groupe de Poincaré du groupe adjoint est cyclique d’ordre
[ -+ 1 (classe A), cyclique d’ordre 2 (classes B et C), cyclique
d’ordre 4 (classe D, [ impair), non cyclique d’ordre 4 (classe D,
| pair). Le groupe linéaire unitaire unimodulaire est simple-
ment connexe, mais le groupe orthogonal ne l'est pas, etant
recouvert deux fois par son groupe simplement connexe de
recouvrement.

M. H. WeYL a montré a priort, par des considérations tirées
de la théorie des équations intégrales, que tout groupe clos admet
une infinité de représentations linéaires fidéles, c’est-a-dire telles
qu’a deux éléments distinets du groupe correspondent deux
substitutions linéaires distinctes.

V. — LLES GROUPES SIMPLES OUVERTS.

J’a1l beaucoup insisté sur les groupes clos. Comme nous allons
le voir, ils contiennent la clef de presque toutes les propriétés
topologiques des groupes de Lie ouverts. On a en effet le théo-
reme général suivant:

TueorEME. L’espace d’un groupe de Lie sumplement connexe
ouvert est le produit topologique d’un espace euclidien et éven-
tuellement d’un ou de plusieurs espaces de groupes simples clos.

Nous allons commencer par démontrer ce théoréeme pour les
groupes semi-simples ouverts. Il résultera du théoréme suivant:

L’espace du groupe adjoint I' d’un groupe simple ouvert G
est le produit topologique de Uespace d'un groupe linéaire clos et
d’un espace euclidien.

I1 suffit pour passer de ce théoréme au précédent de remarquer
que le groupe simplement connexe de recouvrement d’un groupe
linéaire clos est le produit direct d’un ou plusieurs groupes clos
simplement connexes et, éventuellement, d’'un groupe abélien
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simplement connexe, c¢’est-a-dire d’un groupe de translations,
dont la variété est un espace euclidien. |

Le second théoréeme a 'avantage de permettre la détermination
du groupe fondamental de I', qui est confondu avec celui d’un
groupe linéaire clos, en particulier de son premier nombre de
Betti.

Avant de donner des indications sur la démonstration duthéo-
réme énoncé, rappelons qu’il existe deux catégories de groupes
simples [3]: il y a d’abord les groupes simples a r parameétres
complexes, c¢’est-a-dire d’ordre 2r a notre point de vue; ce sont
les seuls qui soient considérés dans ma These; mais il y a aussi ce
que j’ai appelé des formes réelles de ces premiers groupes: ce sont
des groupes a r parametres réels tels que le groupe simple a r
parametres complexes s’en déduise par le passage, en ce qui
concerne les parameéetres, du réel au complexe: cette phrase a
un sens a cause de I'analyticité des fonctions qui définissent la
loi de composition d’un groupe de Lie. J’ai déterminé toutes
ces formes réelles en 1913. A cet égard on arrive a une constatation
tout a fait remarquable, ¢’est qu’on peut déduire, par le passage
du réel au complexe, tout groupe simple a parametres complexes
d’'un groupe simple clos. M. H. WevL a donné depuis [4] une
démonstration de ce fait qui s’applique simultanément a tous les
types de groupes simples a paramétres complexes.

Considérons d’abord un groupe simple G a r parameétres
complexes; la forme o (e), considérée dans le domaine réel, est
réductible a une somme de r carrés positifs et de r carrés négatifs.
Toute forme réelle close de G est un sous-groupe de G auquel est
attachée une automorphie involutive de G, celle qui fait passer
d’un parametre complexe de G au parametre conjugué. L’espace
de toutes ces automorphies involutives est un espace riemannien
symétrique homéomorphe a I’espace euclidien; son groupe des
déplacements est le groupe adjoint I' de G. Par deux points il
passe une géodésique et une seule; le produit des deux automor-
phies involutives associées & ces deux points est un déplacement
(transvection) qui fait glisser cette géodésique sur elle-méme.
Cela posé tout déplacement est, d’une maniére et d’une seule,
le produit d’une rotation autour d’un point origine donné O,
¢’est-a-dire d’une transformation du groupe adjoint d’une des

AT
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formes réelles closes de G, par une transvection, celle qui amene O
dans le point transformé de O par le déplacement considéré. Il
résulte de 1a que Pespace de T est le produit topologique de U'espace
du groupe adjoint de la forme réelle close par 'espace euclidien d x
dimensions. Le groupe adjoint I" a donc le méme groupe fondamental
que le groupe adjoint de la forme réelle close correspondante. 1l
résulte, en particulier, de 1& que tout groupe simple a paramétres
complexes admet des représentations linéaires fidéles.

Passons maintenant & une forme réelle ouverte d’un groupe
simple G & paramétres complexes. La encore la théorie des
espaces riemanniens symétriques, dont )’ai parlé dans ma
conférence du Congrés de Zurich [19], éclaire les choses [12].
Dans l’espace &, a r dimensions, que nous avons associé au
groupe G, Pautomorphie involutive de G qui provient du
passage des parametres de g d’une valeur complexe & la valeur
conjuguée, définit une symétrie qui laisse fixes tous les points
d’une certaine variété totalement géodésique &, . Cette variéte &,
homéomorphe a I'espace euclidien, joue par rapport au groupe g
le méme role que l'espace &, par rapport au groupe Gj; son
groupe de déplacements est le groupe adjoint de g et chacune de
ses transformations est d’une maniére et d’une seule le produit
d’une rotation autour d’un point fixe O de &, par la transvection
qui amene O dans le point transformé de O par le déplacement
donné. Chaque rotation autour de O est d’autre part comple-
tement caractérisée par le groupe linéaire qui transforme les
vecteurs d’origine O. II en résulte immédiatement le théoréme
a démontrer.

Ajoutons que si le groupe g est simple, le groupe linéaire clos
des rotations est semi-simple ou est infinitésimalement le produit
direct d’un groupe semi-simple et d’un groupe abélien d’ordre 1.
I1 en résulte le '

TutoriEME. Le premier nombre de Betti de l'espace d'un groupe
simple ouvert est égal a 0 ou a 1.

Les groupes simples ouverts dont le groupe adjoint a son
premier nombre de Betti égal & 1 jouent un role important dans
certains problémes de la théorie des fonctions analytiques de
plusieurs variables complexes; ils interviennent [23] comme



190 ELIE CARTAN

groupes de transformations pseudo-conformes laissant invariant
un domaine borné symétrique: cela veut dire un domaine
admettant en lui-méme une transformation pseudo-conforme
involutive dont un point arbitrairement donné du domaine est
un point invariant isolé.

Comme exemples de groupes simples ouverts dont le premier
nombre de Betti est égal a 1, citons le groupe homographique réel
d’une variable, le groupe linéaire complexe d’une forme d’Hermite
indéfinie, le groupe linéaire réel d’une forme quadratique réelle
réductible & p = 2 carrés positifs et 2 carrés négatifs. Comme
exemple de groupes simples ouverts dont le premier nombre de
Betti est nul, citons le groupe linéaire réel d’une forme qua-
dratique réductible & p = 3 carrés positifs et ¢ = 3 carrés négatifs.
Si I'un des entiers p et ¢ est impair, le groupe fondamental du
groupe adjoint est d’ordre 4; si p et ¢ sont pairs tous deux, 1l est
d’ordre 8. Enfin le groupe des déplacements de ’espace hyper-
bolique réel & n > 3 dimensions admet un groupe fondamental
d’ordre 2.

Ajoutons la remarque qu'un groupe simple ouvert n’admet
pas toujours de représentation linéaire fidéle ; il en est certainement
ainsi si le premier nombre de Betti de son groupe adjoint est
égal a 1, le premier nombre de Betti du groupe lui-méme étant
nul; exemple: le groupe simplement connexe de recouvrement
du groupe homographique réel & une variable.

Si 'on passe maintenant d’un groupe simple ouvert & un
groupe semi-simple ouvert, on voit que son premier nombre de
Betti £, est au plus égal au nombre des groupes simples dont il est

infinitésimalement le produit direct; quant au second nombre
hy (hy — 1)

de Betti, on démontre facilement qu’il est égal a B :

VI. — LES GROUPES DE LIE SIMPLEMENT CONNEXES ET LE
TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL DE LIE.

Il nous reste maintenant & démontrer, pour les groupes de Lie
simplement connexes les plus généraux, le théoréme suivant,
dont je rappelle I’énoncé.
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