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LA TOPOLOGIE DES GROUPES 179

continu g admet, d’aprés O. ScHREIER [8], un groupe de recou-
vrement simplement connexe G. Les éléments de G qui corres-
pondent & I’élément-unité ¢ de g forment un sous-groupe pro-
prement discontinu y de G. Soit o un élément de vy, z un élément
quelconque de G; élément zo 27! de G, correspondant & I’élément
unité de g, appartient & v; il se réduit & « pour z = i et il varie
d’une maniére continue avec x: il est donc toujours égal a «.
L’élément « appartenant ainsi au centre de G, le groupe y est
abélien; or il est isomorphe au groupe de Poincaré de g.

Aux deux propriétés précédentes on en peut ajouter une
troisieme lorsque le groupe est clos:

3° La caractéristique d Euler d’un groupe fini et conlinu
clos est nulle.

Cela résulte immédiatement de I’existence, pour la variété,
de déformations sans point fixe, par exemple celles qui sont
définies par les équations ' = ax (groupe des parametres).

Les propriétés précédentes ne sont pas caractéristiques des
variétés de groupes. Par exemple I’espace sphérique a 2n + 1> 5
dimensions est orientable, simplement connexe et de caracté-
ristique nulle; si c¢’était ’espace d’un groupe, ce groupe serait
clos, donc serait un groupe de Lie; d’apres les théorémes que nous
verrons un peu plus loin, ce groupe serait semi-simple et son
troisitme nombre de Betti serait positif, alors que celui de
Pespace donné est nul.

II. — LES ¢rOUPES DE LIE.

Arrivons aux groupes de Lie. Rappelons qu’un tel groupe,
d’ordre r, admet des transformations infinitésimales dont
I'ensemble forme wun anneau avec r éléments de base
X5, Xy, o, X,; toute transformation infinitésimale est de la
forme ¢'X; avec r coefficients réels arbitraires e'. Rappelons
aussi la notion du crochet (XY) de deux transformations infi-
nitésimales, celle des constantes de structure cfj qui entrent

1 Nous supprimons, suivant 1’usage, le signe de sommation devant un indice répété
deux- fois.
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dans les relations de structure de Lie
(X, Xj) = C?j Xp (1)
enfin les relations algébriques [1]

Rk R
S Cij+cji—0a

2
( cz?czm 4. c%ci‘m + c};’%czlj = 0 . 2

Deux groupes d’ordre r sont infinitésimalement isomorphes
si, par un choix convenable de leurs bases infinitésimales, ils ont
les mémes constantes de structure; ils ne sont pas nécessairement
1somorphes « en grand », mais leurs groupes simplement connexes
de recouvrement sont isomorphes.

Dans la théorie de la structure des groupes, I’ « équation
de Killing » joue un rdle important: c¢’est ’équation

L, — sir| = o (8 =1 si i=7j, 0si izZj), (3

qui indique, une transformation infinitésimale e'X, étant

donnée, D'existence d’une transformation infinitésimale 7*X,

telle qu’on ait :
. , .

(61’ Xl ; 7]? X?) — 7'7) Xh .

La somme des carrés des racines de I’équation de Killing est une
forme quadratique
ole) = e'é C?k c;:‘h (&)

qui joue un role fondamental [2].

Cette forme o (e), comme du reste les coeflicients des différentes
puissances de r dans I’équation de Killing, est un invariant du
groupe adjoint linéaire I'. C’est celul qui indique comment
les transformations infinitésimales du groupe donné G sont
transformées par les éléments du groupe: a ’élément a corres-
pond la transformation linéaire en el e2, ..., ¢" qui fait passer de
et X, a a(e'X;)a!. Le groupe T' est isomorphe, holoédrique
ou mériédrique, de G; ’ordre de I' peut étre inférieur a celui de
G; il ne lui est égal que si le centre de G est discontinu, G étant
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alors un groupe de recouvrement de I'. Si-G est clos, I' Pest
aussi, mais la réciproque n’est pas toujours vrale. |

Rappelons enfin qu’a la transformation infinitésimale X; de G
correspond dans I' la transformation infinitésimale

I1I. — L.ES GROUPES CLOS.

Dans 1’étude topologique des groupes de Lie, les groupes
clos jouent un role essentiel et c’est par eux que nous allons
commencer. On a facilement des renseignements importants
sur leur structure. En effet le groupe adjoint I' d’un groupe clos G
est également clos; d’aprés un théoréme de M. H. WevywL [4], 1
laisse invariante au moins une forme quadratique définie
positive, qu’on peut supposer ramenée & (e1)? -i- (e2)% + ... + (€)?,
de sorte que I" est un groupe orthogonal. De la on déduit que les
constantes de structure cf;, antisymétriques par rapport a
leurs deux premiers et par rapport a leurs deux derniers indices,
ne changent pas par une permutation circulaire et changent
de signe par une permutation impaire de leurs indices.

Si nous regardons les e' comme les coordonnées rectangulaires
d’'un point dans l'espace a r dimensions, I' est un groupe de
rotations ou de symétries autour de I’origine O. Par suite s’il laisse
invariante une variété linéaire & p dimensions passant par O, il
laissera invariante la variété & r — p dimensions totalement
perpendiculaire a la premiére. Du reste dire qu’une variété
linéaire est invariante par I', c’est dire que les transformations
infinitésimales ' X; dont les points-images (!, ..., ") sont dans la
variété engendrent un sous-groupe invariant de G. Par un choix
convenable des axes, c¢’est-a-dire de la base infinitésimale de G,
on arrive, en utilisant les remarques précédentes, & partager les
r variables e’ en & séries de py, py, ..., p, variables, ou encore
les r transformations infinitésimales de base en #& séries
correspondantes, de maniére

10 que les transformations d’'une méme série engendrent un
sous-groupe inyartant de G;
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