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Physique mathématique fournit d’innombrables systemes diffé-
rentiels ou de Pfaff dont il est vraisemblablement aisé de prouver
Péquivalence avec une équation fonctionnelle du type z = T (x):
les intégrer, c¢’est savoir majorer leurs solutions; or nous ne
disposons a I’heure actuelle d’aucune méthode générale qui puisse
diriger nos calculs. Forger une telle méthode, tel est le probléme
fondamental qui se pose. Nous possédons quelques inégalités
diverses; je veux en citer une, particulierement élégante, due &
M. T. CarLEMAN (Math. Zeitschrift, 1921, t. 9, p. 154-160),
RaApo et BEckeENBACH (Trans. of the Amer. Math. Society, t. 35,
1933): Si S est I'aire d’une surface (inconnue) dont tous les

points sont hyperboliques et qui passe par un contour (donné) de -
2

longueur L, alors 5 < —. Sans doute la théorie des fonctions

analytiques, qui est si riche en inégalités, nous sera-t-elle un
exemple tres utile: le livre que M. Rado a consacré au probléeme
de Plateau (On the Problem of Plateau, Ergebnisse der Mathe-
“matik und ihrer Grenzgebiete, Springer, Berlin, 1933) montre avec
quel bonheur les idées de cette théorie ont déja été appliquées a
Pétude des surfaces minima.

I1I. — LEs EQuATiONS DE NAVIER.

10. — Régumes permanents. — lLes mouvements des liquides
visqueux sont régis par les équations de Navier, qui constituent
un systéme non linéaire du second ordre; les variables indépen-
dantes, qul s’imposent, sont les coordonnées d’espace et de
temps: 'inconnue est la vitesse; ¢’est un vecteur de divergence
nulle. |

Etudions d’abord un régime permanent; le probléme qui se
pose est un probléme de Dirichlet dans un cas analogue au type
elliptique. M. Odqvist I’a ramené & un systéme d’équations
intégrales; celles-ci constituent une équation fonctionnelle du
“type x = J(x). La premiére quantité que ’on majore est une
grandeur physique: 1’énergie dissipée pa}"unité de temps. On
parvient & la limiter en utilisant deux expressions qu’elle revét:
la premiére est une intégrale de volume qui exprime I'intensité
du frottement visqueux interne; la deuxiéme est une intégrale
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de surface qui mesure la quantité d’énergie fournie au systéme.
La majoration de I’énergie dissipée effectuée, on majore aisément
les diverses inconnues, et ceci résout le probléme.

11. — Mouvements non permanents; solutions turbulentes. —
Etudions maintenant le mouvement qui correspond & un champ
de vitesses initiales donné; le probléme est d’un type analogue
au type parabolique; simplifions la question en admettant que le
liquide emplit tout I’espace. L’énergie cinétique décroit; la
quantité d’énergie dissipée est au plus égale a I’énergie cinétique
initiale; ces deux inégalités, qui résultent des équations de Navier,
constituent deux premiéres majorations fondamentales.

S1 le mouvement est plan, c’est-a-dire si 'on réduit & deux le
nombre de dimensions de ’espace, on peut parvenir & combiner
ces inégalités avec les équations de Navier de maniére a obtenir
une série d’inégalités de plus en plus précises; il en résulte
I’existence d’une solution réguliére définie de l’instant initial
t=0at= -+ oo.

Mais 1l en va bien autrement dans I’espace & trois dimensions.
Les 1négalités énergétiques ne semblent pas entrainer que le
maximum de la vitesse reste borné, que le mouvement reste
régulier; on doute qu’il soit possible d’établir un théoreme
d’existence global, ¢’est-a-dire concernant 'intervalle 0 = ¢ <+ oo.
Cependant 1l est bien vraisemblable qu’on peut régulariser
le mouvement en se contentant de renforcer les termes de
viscosité quand des irrégularités tendent a se former; les équa-
tions de Navier, trés peu modifiées, possédent une solution
définie de Vinstant initial & ¢t = 4+ . Pour examiner com-
ment se comporte cette solution réguliére, quand la modi-
fication apportée aux équations de Navier tend vers 0, il est
nécessaire d’utiliser la théorie des fonctions mesurables: Le
champ des vitesses tend vers une ou plusieurs limites, définies
par des fonctions de carrés sommables, qu’on sait seulement étre
mesurables; ces fonctions possedent des dérivées premieres en
un sens généralisé; elles vérifient les relations intégro-différen-
tielles de M. Oseen. Ces relations intégro-différentielles équivalent
en pratique aux équations de Navier; mais elles ont I'avantage
sur ces derniéres de ne pas contenir celles des dérivées des
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inconnues qui n’ont pas de raison physique d’exister; il se
trouve que ce sont les dérivées dont on ne réussit pas a établir
'existence. :

Nommons un tel champ de vitesses: « solution turbulente des
équations de Navier». Une solution turbulente a la structure
suivante: il existe sur 'axe des temps une série d’intervalles
de régularité, durant lesquels cette solution constitue une solution
réguliere des équations de Navier, indéfiniment dérivable;
’ensemble complémentaire de l'axe des temps, qui constitue
Pensemble des irrégularités, est de mesure nulle; & ces époques
d’irrégularités le champ des vitesses vérifie seulement une
condition de continuité tres large.

La théorie des équations aux dérivées partielles semble ainsi
étre appelée & devenir un champ d’applications de la théorie des
fonctions réelles.
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