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LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TYPE PARABOLIQUE!

PAR

Gustav Dortscu (Freiburg i. B.).

I. — INTRODUCTION.

1. — Il est bien connu que la distinction des types des équations
aux dérivées partielles du second ordre subsiste méme pour les
équations les plus générales & un nombre arbitraire de variables
indépendantes. Nous ne nous occuperons ici que des équations
du second ordre & deux variables indépendantes qui sont linéatres
par rapport aux dérivées partielles du second ordre

02z %z 02z

—_— § = t —= — .
ox?’ dxdY ’ oy?

Ces équations sont par conséquent de la forme suivante
03 0z

P=397 oy)
Afz, y)r + 2Bz, y)s + Clz, y)t + F(z,y,2z,p, 9 = 0.

L’équatioh est dite du type parabolique si 1’égalité

AC—B2 =0

1 Résumé de la Conférence faite les 17 et 18 juin 1935 dans le cycle des Conférences
internationales des Sciences mathématiques organisées par ’Université de Genéve; série
consacrée aux Equations aux dérivées partielles. Conditions propres & délerminer les
solutions. — La conférence a été faite en langue allemande; je tiens & exprimer ici mes
remerciements 4 M!e A. HALPERN, de I’Université de Genéve, qui a bien voulu se
charger de la traduction en francais. '

L’essentiel de la bibliographie se trouve & la fin de cet article. Les travaux sont indi-
qués dans le texte par le nom de I'auteur et le numéro.du mémoire entre crochets. Toute
autre indication bibliographique est insérée dans le texte.
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a lieu dans un domaine du plan des (z, y). On peut alors, par un
changement de variables, la ramener a la forme suivante
02z 0z 0z
ﬁ“f(x:yazaaa@>- (1,1)

Les caractéristiques de cette équation sont alors les droites
y = const.

2. — On peut mentionner deux sources différentes pour la
théorie des équations paraboliques. Ceci explique que les pro-
blémes furent posés d’une facon différenie dans les travaux parus
sur ce sujet.

1. Nous avons d’abord le probléme de Cauchy, qui peut icl
étre posé de la méme maniére que pour les équations des autres

types. Dans le cas de I’équation (1,1) on se donne z et 2—; sur
un segment de la droite x = z,:

. 02
o T R = el

X=X X

et I’on cherche z dans un domaine adjacent d’étendue indé-
terminée. La droite x = z, peut étre remplacée par une courbe €,
qui n’est pas une caractéristique. Si toutes les données, ¢’est-a-dire
la fonction f de I’équation (1,1), les « valeurs initiales» o, o,
ainsi que la courbe € sont analytiques et si 'on demande que
les solutions soient elles aussi analytiques, on aura une solution
et une seule, ce qui est démontré par la théorie classique de
Cauchy. Nous ne nous arréterons pas & approfondir ici ce cas
analytique & propos duquel 1l faut mentionner surtout le mémoire
célebre de S. pE KowaLEWSKY (Crellesches Journal, 80 (1875),
pp. 1-32).

2. La théorie de la propagation de la chaleur. On sait que les
exemples classiques des équations elliptiques et hyperboliques
ont été puisés dans la Physique mathématique, en particulier
dans la théorie du potentiel ainsi que dans la théorie des vibra-
tions des milieux élastiques. De méme, le type fondamental des
équations paraboliques est donné par la théorie de la propagation
de la chaleur dans un milieu & une dimension.




LES EQUATIONS DU TYPE PARABOLIQUE 45

La température u dans un milieu conducteur homogéne et a

une dimension (par exemple dans un fil) satisfait & I’équation

Ta_ Bw__ g (1,21)

0 &2 oy
(équation homogéne de la chaleur) ot x désigne I'abscisse, y le
temps. (Toutes les équations paraboliques, linéaires et homo-
génes a coefficients constants peuvent étre ramenées a ce type).
Dans le cas ou il y a des sources de chaleur a 'intérieur du fil,

on aura l’équation

%2 %% i, y) (1, 22)

ox?  dy
(équation non homogeéne de la chaleur). Le probleme qui se pose
ici d’une facon naturelle est le suivant: Le fil a, & un moment
donné y = 0, une certaine « température initiale» @ (x). A ses
extrémités x = 0 et £ = [ on place deux sources de chaleur de
température en général variable A(y) et B(y). On cherche la
distribution de la température & I'intérieur & un instant quel-
conque. Il s’agit donc ici d’intégrer I’équation différentielle dans
un domaine entiérement déterminé, la demi-bande 0 < z < [,
y = 0, les valeurs de la fonction sur les trois parties de la frontiére
étant données. Ici 'on ne parle plus de données analytiques, les
fonctions @ (z), A(y), B(y) étant arbitraires. La solution clas-

siwque de ’équation (1, 21) est la suivante:

Yy Y
wlw,y) = [AG, y—ndn+ [B)G(l—z, y—ndn +
0 0

l | | |
+ [oETe, &, yat, (1, 23)
0 |

G et T' étant les « fonctions de Green » de la forme suivante:

Gz, y) T e T E ne sinnnT, (1, 24)
n=1
Ui, 2. 9) = 27[”3( 21 ’z2> 33(\ 21 ﬁ)] -
o0 fy
2 o VT
= —[26 " sin nnﬁlsin nm (1,25)
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L’apport de chaleur au voisinage des extrémités est propor-
tionnel a g—z d’une part et a la différence des températures du
fil et de son voisinage de l'autre. L’on voit alors surgir des
problémes ou I'on a des relations linéaires entre u et S—Z données

aux extrémités du fil.

Le véritable calcul de la solution de ces problémes et d’autres
semblables — envisagés aussi dans le plan et dans 1'espace —
fut tellement approfondi par Fourier dans son mémoire
célebre « Théorie analytique de la chaleur» (1822) que, encore,
Poincarg, dans son cours bien connu [1] fait en 1895, ne fit que
suivre ’ceuvre de Fourier. Mentionnons cependant que des
savants célebres du XIXe siécle, comme Poisson, Lami et
Lord KEeLvIN, ont apporté des idées essentielles et trés ingé-
nieuses pour le calcul de la solution.

3. — Le point de vue sous lequel le probleme était envisagé
jusqu’en 1905 est caractérisé par les deux questions que nous
venons d’énoncer: la solution du probléeme de Cauchy dans le
cas analytique en partant de 1’équation générale (1,1) et la
solution de I’équation homogéne de la chaleur (1, 21), pour
quelques problémes aux limites dans une demi-bande posés par
la Physique mathématique. Or, précisément en 1905, un caractére
entiérement nouveau parait dans cette théorie. A cette époque
HoLmGREN (Suéde) envisagea le probléme de Cauchy dans le
cas non analytique et considéra d’autre part le probléeme de la
chaleur pour des domaines plus généraux que la demi-bande.
Il examina aussi la question de P’existence et de 'unicité des
solutions ainsi que leur analyticité et la possibilité de leur
prolongement analytique. En 1907, E. E. Levi (Italie) fit
progresser surtout la théorie de I’équation non homogéne de la
chaleur (ses autres résultats et en particulier le contenu de [1]
furent dans I’essentiel anticipés par Holmgren; pour la question
de priorité voir la note de Holmgren dans les Comptes Rendus
24.2.08). En 1913 et 1918, GeEVREY (France) s’est attaqué &
I’équation linéaire générale et aux équations essentiellement
plus générales et dans deux grands mémoires trés féconds mit
au clair une fois pour toutes la question de l’existence et de
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I’analyticité des solutions. Ses résultats n’ont pas été surpasses
depuis. Mes propres travaux (publiés & partir de 1923) — com-
mencés alors sans la connaissance des trois auteurs précités —
traitent 1’équation homogéne de la chaleur dans le sein d’une
théorie plus générale, celle des opérations fonctionnelles.

Je tracerai maintenant un résumé rapide du développement
que la théorie des équations paraboliques prit depuis les travaux
de Holmgren et j’attacherai le plus d’importance & un probléme
qui a été un peu négligé dans la littérature, & savoir & la question
de 'unicité de la solution. Pour cela il est indispensable de mettre
au clair la véritable signification du mot «solution ». Le fait
gqu’on peut attacher a ce terme des sens trés différents et que
cela entraine de vastes conséquences n’a jamais été exprimé
nettement dans la littérature. — Pour les autres parties de la
théorie, je serai obligé de me restreindre aux résultats essentiels,
sans quoi cet article prendrait ’étendue d’un livre.

II. — LES DIFFERENTES CONCEPTIONS D’'UNE « SOLUTION ».

1. — On sait depuis longtemps que la solution z (z, y) d’un
probléme aux limites ne représente pas nécessairement les
valeurs sur la frontiére elles-mémes, puisque, en général, cette
solution n’a pas de sens pour les points de la frontiére. Ceci a
lieu méme pour des cas les plus simples, comme par exemple pour
Pintégrale de Poisson, qui est solution pour le cercle du probléme
aux limites de I’équation de Laplace. La seule chose qu’on peut
demander est que z (x, y) converge vers la valeur donnée sur la
frontiére quand (z, y) se rapproche d’un point de cette frontiére;
la méme condition doit étre posée pour les dérivées, si la valeur
de celles-ci est donnée sur la frontiére. Mais méme cette conger-
gence peut s’interpréter dans différents sens.

@) Du point de vue mathématique on envisagera une conver-
gence & deux dimensions, définie par la condition suivante:
étant donnée la valeur T en un point (&, n) de la frontiére, il
doit étre possible de déterminer pour chaque ¢>0 un 3> 0
tel que I'on ait

lz(x,y)—-i | < ¢
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