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LE CAS HYPERBOLIQUE 29

ramené à un problème de Dirichlet relatif, suivant la disposition
de la figure, à un biangle, à un triangle ou à un quadrangle.
Dans les deux premiers cas, l'impossibilité

du problème (pour des données

arbitraires) est démontrée 1.

Si ADEF est à nouveau un quadrangle,
l'opération pourra être recommencée. Mais

la discussion devient alors difficile en raison

de la multiplicité des cas de figure
possibles et il peut arriver que les

opérations se continuent indéfiniment sans

aboutir 2.

La question n'est donc pas complètement élucidée, en toute
rigueur, pour le cas d'un quadrangle. De plus, tout ce que nous
avons dit concernant ce cas ne vaut que pour l'équation (IL)?
la seule qui donne lieu à une égalité rectangulaire de la forme (12).

VIII

Les principes précédents ont déjà [25a, 37a, 23è, c, 43] reçu
des généralisations étendues relatives aux équations d'ordre
supérieur totalement hyperboliques, c'est-à-dire, pour le cas des
deux variables indépendantes, telles que l'équation aux coefficients

angulaires des caractéristiques ait toutes ses racines réelles

o(x) -f •!>(y) s'annule sur le côté AB; puis les conditions analogues relatives aux côtés
BC, CD détermineront ?(x) dans l'intervalle (x2, x3), puis à(y) dans l'intervalle (y4, yx).
La somme ?(x) + 6(y) ainsi formée, nulle, sur AB, BC, CD, le sera aussi sur DA, en
vertu de l'identité rectangulaire.

1 M. Hub er conclut à la possibilité du problème dans le cas du biangle et dans ceux
qui s'en déduisent par la transformation indiquée dans le texte. Nous avons dit plus
haut la raison qui nous fournit une conclusion contraire.

2 Brenons, par exemple, pour notre quadrangle, un parallélogramme ayant ses côtés
a, b symétriquement inclinés sur les axes (flg. 6). Un tel parallélogramme est un deltoïde
s'il est un losange. Dans le cas contraire, soit a > b, la construction de M. Huber revient
à tracer, autant de fois que possible, à l'intérieur du parallélogramme donné, des
losanges successifs adjacents les uns aux autres, jusqu'cà ce que la bande parallélogramme
restante, s'il y en a une, ait son côté parallèle à a plus petit que celui qui est parallèle
à b. Opérant de même (mais avec interversion des rôles de a et de b) sur cette bande,
et continuant ainsi, il est aisé de voir que cette suite d'opérations est celle même qui
détermine, par l'algorithme d'Euclide, la commune mesure à a et à b. Elle se termine
donc si cette commune mesure existe (d'où des conditions de possibilité du problème)et continue indéfiniment dans le cas contraire.

Dans ce dernier cas, une discontinuité devra, en général, se manifester au sommet au
voisinage duquel les losanges partiels viennent s'accumuler.



30 J. HADAMARD

et distinctes et, si le nombre des variables est supérieur à deux
[40, 221, telles que le cône caractéristique se compose de nappes
toutes réelles et emboîtées les unes dans les autres.

Le cas des équations totalement elliptiques (caractéristiques
toutes imaginaires), lequel ne rentre pas dans le cadre de la
conférence actuelle, a été, comme on sait, traité par E. E. Levi.

Mais d'autres circonstances sont possibles, et, quoique non
imposées par les applications, soulèvent des problèmes intéressants.

C'est d'abord le cas du type mixte étudié, sur une suggestion
de M. Volterra, par M. Tricomi [41]. Dans l'équation linéaire

a
Û2U ^£>2U TT / ÔM ÔM\

mAr^ + + C—.+ H xy,- 0 (13)
ö x2 bxüy üy2 \ ' ' ö x ' ö y

les coefficients A, B, C, sont, en général, des fonctions x, y et
il en est de même, par conséquent, de la quantité AC — B2. Rien
n'empêche donc que cette quantité ne puisse changer de signe
suivant la position du point (x, y) dans le plan et, par conséquent,
que l'équation soit tantôt elliptique, et tantôt hyperbolique.
On peut, bien entendu, toujours, par une transformation
ponctuelle, faire que la ligne de démarcation soit l'axe des x et, par
conséquent, on obtient déjà un degré assez grand de généralité
en s'adressant à l'équation

Ö2 U Ö2W

y-y> +^ =0 ' (14)

qui est elliptique pour y > 0 et hyperbolique dans la région
située au-dessous de l'axe des x. Dans cette dernière, on constate

que l'équation peut se ramener à l'équation
classique d'Euler et de Poisson (10] (la ligne
singulière des coefficients entrant, toutefois,
en ligne de compte: elle correspond
précisément à l'axe des x). Grâce à cette
circonstance, M. Tricomi, par une étude d'ail-

Fig^ 7 leurs très délicate, mais qui a été simplifiée
sur un point par M. Holmgren [23e], arrive

à montrer que l'on peut déterminer une solution de l'équation

(14) par les données suivantes (fig. 7):
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valeurs de u sur un arc AB ayant pour corde l'axe des x et
situé dans la région elliptique;

valeurs de la même quantité sur un arc de caractéristique 1

issu de A et limité à la caractéristique analogue issue de B,
la région où u est ainsi déterminé étant celle qui est limitée par

l'arc supérieur et les deux caractéristiques.

L'équation un peu plus générale

réductible également à celle d'Euler et de Poisson, se traite
d'une manière analogue: elle est de type mixte si l'entier m est

impair; elle a été également étudiée pour m pair, où elle est

partout de type elliptique, sauf le long de l'axe des x où elle a le
caractère parabolique.

Si maintenant l'équation est d'ordre supérieur, elle peut participer

des deux types en étant de type composite, c'est-à-dire en

ayant, en chaque point, des caractéristiques dont les unes seront
réelles, les autres imaginaires. La plus simple des équations de
cette nature est l'équation du troisième ordre

Ö2 Ö2 \ ÖM ö E2u è2u\
öx2 öy2/ öa; ö*\ö;r2 + öy2)

D'après le caractère elliptique de cette équation, il est à prévoir

que le problème de Cauchy, consistant à se donner, pour
x — 0, les valeurs de uy ^^ doit être en général impossible;
et c'est ce que l'on voit effectivement en prenant pour inconnue

la quantité ~ pt assujettie à être harmonique. On a un

problème correctement posé en se donnant les valeurs de — le
Ö X

long d'un contour fermé rencontré en deux points et deux seulement

par une parallèle à l'axe des x, et les valeurs de u le long
de l'un des deux arcs compris entre les points d'ordonnées
extrêmes2.

1 A et B sont, pour les caractéristiques correspondantes, des points de rebroussement.
2 On connaîtra ainsi, en effet, par la résolution d'un problème de Dirichlet, la fonction

öu
harmonique — p, après quoi il restera à opérer une quadrature par rapport à x, à

partir de l'un des deux points où une parallèle à l'axe des x coupe le contour.
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Soit maintenant l'équation du quatrième ordre

— + _ &2"\ _ (&202 \ l^u ô2m\ — n
^ x2 ûy2) \ö #2 ö 2/2/ \ö x2 ö 2/2/ \ö#2 à y2) '

laquelle peut évidemment aussi s'écrire

Ö2 \ Ö2 U Ö2 / Ö2 u h2U
öX2+öY2)aXöY öX öY \ii X2 ö Y2/

0 • '15''

Pour la même raison que tout à l'heure, on ne peut pas se

poser le problème de Cauchy relatif à x 0. Mais il est également
impossible de se poser, comme pour l'équation totalement
elliptique (6), le problème « biharmonique », c'est-à-dire de se

donner, le long d'un contour fermé, les valeurs de u et de sa

dérivée normale. Cela se voit d'une manière particulièrement
simple en prenant l'équation sous la forme (15/) et, pour contour,
un rectangle parallèle aux axes des X et des Y. Un système de

données admissibles sera alors:

la dérivée normale tout le long du périmètre du rectangle;
les valeurs de u le long de deux côtés adjacents (avec des

relations de concordance évidentes aux extrémités de ces

côtés).

La première série de données fournit en effet, par dérivation,
les valeurs au contour de la fonction harmonique

s öSy <16>

et, celle-ci une fois calculée, la seconde série de données est bien
celle qui convient à la détermination d'une solution de l'équation

(16).
Le cas d'un contour circulaire, bien que ne se traitant pas

avec la même simplicité, donne lieu à la même conclusion: les

données biharmoniques n'y sont pas admissibles.
D'autres formes de contours — par exemple, l'équation étant

prise sous la forme (15), un contour fermé comprenant (fig. 7) un
segment d'axe des y — suggèrent encore d'autres systèmes de

données [20/], les conclusions à cet égard restant, toutefois,
insuffisamment établies.
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