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20 J. HADAMARD

Autrement dit, nous sommes ici en présence d'un problème
mixte 1. 11 en sera ainsi toutes les fois que, parmi les frontières
limitant la région de définition de l'inconnue zi, il y en aura
d'orientées dans le temps, comme c'est le cas pour S2.

Les équations du type elliptique gouvernent les phénomènes
d'équilibre (équilibre électrique, élastique, calorifique, etc.). Les

équations du type hyperbolique normal gouvernent les phénomènes

du mouvement ou, plus généralement, d'état variable avec
intervention d'inertie ou de phénomène équivalent (inertie
électro-magnétique), inertie grâce à laquelle les perturbations
introduites dans le mouvement se propagent en général par ondes,
c'est-à-dire, en langage mathématique, par caractéristiques.

Une seule exception à cet égard : les liquides parfaits. Dans ce

cas, entièrement théorique d'ailleurs, le mouvement obéit à

l'équation des potentiels (5), l'absence de caractéristiques réelles

correspondant au fait que toute perturbation se propage de

manière instantanée dans toute la masse, et non par ondes.

Mais, même dans ce cas du liquide incompressible parfait,
l'influence de l'inertie sur le caractère du phénomène se manifeste

dès qu'il y a une surface libre, surface dont on a à étudier
le mouvement. Un beau et important Mémoire de M. Yolterra [42]
montre (du moins en ce qui concerne les petites oscillations) qu'on
a alors affaire à un problème mixte: les parois mouillées
introduisent des conditions aux limites analogues à celles de Dirichlet
—- d'une manière précise, des conditions de Neumann —, mais,
à la surface libre, on a des conditions initiales (relatives à l'origine
des temps) qui sont du type de Cauchy 2.

Y

Le cas parabolique est celui qui se présente pour l'état variable
de la propagation de la chaleur, laquelle se fait sans inertie, et

1 Cette catégorie de «problèmes mixtes « est complètement différente de celle dont
nous avons vu l'intervention dans le cas elliptique. Il serait utile d'introduire, pour deux
idées aussi nettement distinctes, deux dénominations différentes.

2 L'équation des potentiels s'applique au mouvement considéré dans toute la masse
du liquide. Mais si, comme il est naturel de le faire en l'espèce, on porte son attention
sur ce qui se passe à la surface libre, en prenant pour inconnue par conséquent l'altitude 2

de cette surface en fonction de x, y, t, on est conduit, comme nous l'avons fait voir
précédemment [20e], à une équation intégro-différentielle, que ses propriétés rapprochent
visiblement du type hyperbolique.
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aussi dans l'étude des phénomènes (mouvement des fluides
| visqueux) où des résistances passives masquent en quelque
| sorte l'inertie (et à la limite, pourraient en annuler complètement
I l'effet).

Ce cas sera traité dans un exposé suivant. Sans entrer, par
conséquent, dans son examen, disons que le rôle qui, pour le cas

elliptique, était dévolu aux fonctions analytiques, appartient ici
(au moins en ce qui concerne les conditions de possibilité du

problème de Cauchy) aux fonctions que MM. Goursat et

Gevrey [18a, 17] ont appelées fonctions de classe 2, en appelant,
d'une manière générale, « fonctions de classes oc » (a > 1) celles

- dont les dérivées existent pour tous les ordres et satisfont aux
inégalités r

| h{v)(x)!< Mria/,)
pP

où M et p sont deux nombres positifs indépendants de l'indice p
de dérivation (mais pouvant varier d'une fonction de la classe

considérée à l'autre).
Le problème que nous envisageons ici enrichit ainsi la Théorie

des fonctions de variables réelles, délimitant, parmi ces fonctions,
des catégories nouvelles et intéressantes. En particulier, on est

; ainsi conduit à la notion de jonction quasi-analytique, si remar-
I quablement élucidée par les célèbres travaux de MM. Borel,
i Denjoy, Carleman et, à un point de vue un peu différent, de
j M. Serge Bernstein: les classes oc, pour a > 1, se distinguent,

en effet, complètement, à ce point de vue, de celle qui correspond
i à a — 1, c'est-à-dire de celle des fonctions analytiques; elles ne
| sont que quasi-analytiques, le prolongement analytique n'étant
| pas déterminé.

;î Ce n'est pas le seul problème relatif aux fonctions de variables
;j réelles qui se pose à propos de la théorie qui nous occupe. Indi-
I quons en un qui n'est pas encore résolu ou, du moins, qui deman-
| derait à être « plus résolu » suivant la parole célèbre de Poincaré.
•| Nous avons dit que pour l'équation des ondes sphériques le

i II est remarquable que des inégalités du même type, mais avec «*<,-.1, se soient
également introduites en Analyse: ce sont elles qui caractérisent les fonctions entières
de genre fini.
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problème de Cauchy, lorsque les données en sont portées par
l'hyperplan t — 0, est correctement posé, ainsi que le fait prévoir
son interprétation physique. Mais il en est tout autrement lorsque,
l'équation aux dérivées partielles restant la même, on prend les

données de Cauchy le long d'une multiplicité orientée dans le

temps, par exemple de l'hyperplan x — 0, soit

u(0 y z t) g(y z, t) |~(0, y 2 t) — h (y z t)

Pour montrer que le problème de Cauchy ainsi posé ne l'est pas
en général correctement, il suffit de considérer le cas où les
fonctions g, h sont indépendantes de t. Il devra alors en être de même

pour la solution si elle existe (en vertu du théorème d'unicité sur
lequel nous reviendrons plus loin), de sorte que celle-ci devra
satisfaire à l'équation (5), pour laquelle nous avons vu que le

problème est, en général, impossible. Mais, comme dans les cas

précédents, il est intéressant d'aller plus loin et, supposant, par
exemple, la première donnée g nulle, de chercher comment il
faudra choisir la seconde. Nous avons obtenu [20g] un système
de conditions nécessaires et suffisantes que doit remplir cette
dernière pour que le problème admette une solution: en
particulier, la fonction cherchée, quoique n'étant pas forcément
dérivable, admet nécessairement, et un nombre infini de fois,
une série d'opérations dans lesquelles les difîérentiations par
rapport à y et à z alternent avec des quadratures par rapport à t.

Mais la réponse est donnée sous une forme qui laisse beaucoup à

désirer sous le rapport de la simplicité et qui, de plus, manque
d'un caractère essentiel, à savoir l'invariance par rapport aux
transformations linéaires (transformations de Lorentz) qui
conservent l'équation aux dérivées partielles.

Il y a donc là un problème nouveau de théorie des fonctions de

variables réelles; et ce problème se distingue de tous ceux qui
ont été posés jusqu'ici dans cet ordre d'idées par le fait de ne

prendre naissance que pour les fonctions de deux variables au
moins. Si, en effet, les données de Cauchy n'avaient à dépendre

que d'une variable, c'est que l'équation aux dérivées partielles
n'en mettrait en jeu que deux et, dans ce cas, la distinction entre
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variétés d'espace et variétés de temps tombe: dans l'équation des

cordes vibrantes ou des tuyaux sonores

S-^S °. (9,)
ö x2, a2 ö r

les variables x et t jouent un rôle entièrement analogue.

VI

Ce cas de deux variables indépendantes dans lequel l'équation,
supposée linéaire et hyperbolique, peut s'écrire sous la forme

connue de Laplace

0 U ,Öli+ a h b h eu — ®{x y (11)
bxby bx ùy

v 1

a été serré de plus près au point de vue qui nous occupe 1. La
remarque initiale est celle de M. Picard [33c], d'après laquelle
les données de Cauchy ne sont pas admissibles sur un arc de

courbe le long duquel les deux
coordonnées x, y ne sont pas toutes deux
monotones. Si, par exemple, x est

monotone, mais que y ait un maximum,

on a une figure telle que celle

qui est représentée fig. 1 et, dans ce

cas, conformément à ce qui précède,
les problèmes correctement posés sont Fig. î.
des problèmes mixtes (données de

Cauchy sur un des arcs partiels, une seule donnée en chaque
point sur l'autre).

Un cas limite de la figure précédente est celui dans lequel, l'un
des arcs partiels étant quelconque (quoique sans extremum de

i Certains des résultats dont nous allons parler ont été d'ailleurs étendus à des
équations à plus de deux variables [25, 37a, 37b].

La récente théorie unitaire du champ de gravitation et d'électromagnétisme de
M. Einstein [15] pose une question relative à la compatibilité de certains systèmes aux
dérivées partielles. Cette question a été complètement élucidée par M. Cartan [8b mais
dans l'hypothèse analytique. Il serait intéressant de se débarrasser de cette hypothèse,
ainsi qu'on en doit présumer la possibilité, étant donné que les caractéristiques du
système sont réelles.
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