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246 W. THRELFALL

puisque la transformation revient & 1’'identité. Le chemin a
peut donc étre déformé dans le chemin bab~!. Mais ceci signifie
que les classes de chemins représentées par a et b sont permu-
tables (fig. 8). Done, parmi les surfaces fermées & deux dimen-
sions le tore orientable entre seul en ligne de compte comme
variété-groupe.

8. — GROUPES DE RECOUVREMENT.

Nous allons appliquer aux groupes continus la notion de
recouvrement et montrerons que toute variété de recouvrement
M d’un groupe continu P est encore un groupe continu M. 11
est nécessaire pour la démonstration de définir le produit de
deux points A et B de M, ce que nous ferons de la maniére
suivante: Nous choisissons un point E au-dessus de E et relions
E &4 A par un chemin @. Soit a le chemin obtenu en calquant a
sur M et soit A son point final. Au-dessous de B se trouve un
point B. La transformation X — XB qui lul correspond trans-

forme le chemin a en un chemin a’ qui conduit de B a AB (fig. 9).

ﬁ& 237 49&’
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E B
Fig. 9.

Soit @’ le chemin au-dessus de a’ et partant du point B. Cest
son point final que nous appellerons le produit C = AB. Cette
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définition est indépendante du choix de a: si au lieu d’effectuer
la construction avec @ on partait d’un chemin «, allant également
de E & A, les deux chemins a~!'% et a~! « et par conséquent aussi
le chemin a1 o’ qui est engendré de a~! o par la transformation B
seraient des chemins fermés. Ces deux derniers chemins étant
déformables 'un dans Pautre, puisque toute transformation B
est une déformation, les deux chemins de recouvrement, a~!a
et a’~'a’ sont aussi déformables I'un dans I’autre. Puisque a '«
est fermé, a’~1«’ le sera aussi. Donc, le point final de a’ est le
méme que celui de «’. Le produit C est donc défini de facon
univoque.

Pour démontrer complétement que M est une variété-groupe,
il faudrait encore prouver que les axiomes du groupe sont satis-
faits pour la multiplication des points de 9t que nous avons
introduite. Nous ne nous y arréterons pas.

Soit 9 la variété de recouvrement universelle de M. Si & tout
point X de I nous faisons correspondre le point situé au-dessous,
X de M, nous faisons par la une représentation homéomorphe
(mériédriquement isomorphe) du groupe 9 sur le groupe M. Car
le produit A B est au-dessus du produit A B. D’aprés le théoréme
d’homéomorphie de la théorie des groupes tous les points de I,
situés au-dessus de I’élément unité E de I, forment un sous-
groupe invariant Nt de M, et M est le groupe facteur

m = M/% .
Les points situés au-dessus d’un point A de M forment une
classe de restes de ce groupe facteur. On a donc
M=N+RNA +MNB + ...,

ol A est un certain point au-dessus de A, B au-dessus de B, etc.
Les classes de restes forment un ensemble continu correspondant,
i I’ensemble continu des points de M. N est par contre un en-
semble fini ou dénombrable d’éléments de .

La recherche de tous les groupes continus revient maintenant

1o a trouver tous les groupes simplement connexes et

110 a déterminer leurs sous-groupes invartants discontinus.
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La derniére proposition se simplifie quand on se rappelle qu’un
sous-groupe invariant discontinu appartient nécessairement au
centre du groupe M. Le fait que N est un sous-groupe invariant
signifie que

AIN,A =N,

ot N, et N, sont des éléments de % et A un element quelconque
de 9Jt Si on pose en particulier A = E, on a N2 — N,. Si A varie
d’une maniére continue alors que N, reste fixe, N, varie également
en une maniere continue. Mais, puisque nous avions au début
N, = Nl, il en sera toujours ainsi, 9% étant un ensemble discon-
tinu. N, est par conséquent permutable avec chaque point A de 9.

Le premier probléme qui consistait a trouver tous les groupes
simplement connexes peut étre encore réduit. D’apres un théo-
reme de O. Schreier ! I est déja complétement déterminé par
un voisinage arbitrairement petit de ’élément unité E. Un tel
voisinage de I’élément unité est dit un germe de groupe. Deux
groupes simplement connexes sont donc égaux dans toute leur
étendue aussitdot qu’ils possédent le méme germe.

C’est la classification de tous les germes de groupes qui cons-
titue le probléme fondamental de la théorie de Lie. Il est vrai
que nous devrons encore faire certaines hypothéses de dériva-
bilité sur la variété-groupe, avant de pouvoir appliquer les théo-
réemes de Lie. Un des «problémes parisiens» de D. Hilbert 2
consiste a décider si ces hypotheses sont nécessaires ou bien
satisfaites d’elles-mémes. Ce probléme a été trés poussé ces
derniéres années, mais non pas completement résolu.

Nous admettons qu’il existe dans le germe du groupe un systéme

de coordonnées.
gy, Ay, ooy @

tel que les transformations du groupe possédent des dérivées
continues du deuxiéme ordre. En vertu du premier théoréme
principal de la théorie de Lie le germe du groupe peut étre

1 Q. ScuREIER, Die Verwandlschaft stetiger Gruppen im grossen. Abh. math. Semin.
Hamburg. Univ., 5 (1927), p. 233-%44,

2 Sur les Problémes futurs des Mathématiques, § V, Compte rendu du 2¢ Congrés
international des Mathématiciens, Paris, 1900, p. 78.
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engendré par n transformations infinitésimales. Dans notre
variété-groupe ces transformations seront données par n vecteurs

U, Uy, ..o, U,
attachés au point E 1. Nous considérons maintenant I’ensemble
de toutes les transformations infinitésimales du groupe; elles
forment la gerbe de vecteurs de support E. La transformation
qu’on obtient & partir de deux de nos vecteurs u et v par le
symbole du crochet appartient d’aprés le deuxiéme théoréme
principal de Lie encore au groupe.

Revenons & l'exemple des rotations rigides de
’espace euclidien 3t autour d’un point fixe O. Un élément A de
ce groupe est représenté analytiquement par une transformation
orthogonale des coordonnées cartésiennes x;, Ty, Z3: '

3 ,

' N

x;, = Z %p Ty
h—1

Le groupe étant d’ordre 3, les 9 coefficients o;; dépendent de
3 parametres a,, @y, a;. On peut choisir comme tels les trois
composantes du vecteur que nous avons adjoint a la rotation.
ay, Ay, a5 sont donc proportionnels aux cosinus directeurs de I’axe
et la longueur du vecteur est égale a I’angle de rotation ¢. Les
parametres sont alors des coordonnées de la variété-groupe, au
moins dans le voisinage de I’élément unité (a,, a,, a3) = (0, 0, 0).
Nous n’avons pas besoin d’exprimer les ay par a,, a,, a; ni a
donner explicitement la transformation de la variété-groupe pe
qui correspond & l’élément A = (a,, a,, a;).

Nous considérons le sous-groupe d’ordre 1 qui contient toutes
les rotations autour d’un axe fixe. Le sous-groupe se figure par
un segment de droite

2 2 2
a, = u.t, a1+a2+a3§n2

de la variété-groupe . La transformation infinitésimale qui
engendre ce sous-groupe est donnée dans la variété-

1 Des caractéres gras désigneront dans ce qui suit des vecteurs.
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groupe P par le vecteur u & composantes

da.

1

@ =

et dansl’espace euclidien N par la «rotation infi-
nitésimale »

dry, dz,

E" - u3CL‘2 — u2x3 == X]. 3 E; = ulx3 i ugxl = Xz 5
dxy
—dZ' — ule i ulxz = X3 .

Le sens de ces équations est de donner, jusqu’aux membres
d’ordre (dt)? prés, les composantes du déplacement, dz; = X, dt,
etc. d’'un point, aussitdt qu’on connait ses coordonnées x;, 5, T3
et les valeurs da, = u,dt, da, = u,dt, da; = usdt des parameétres
correspondant a la rotation, dite infinitésimale.

Soit maintenant

une autre rotation infinitésimale. I.’opération du crochet donne
la rotation infinitésimale

dr; 0 Xy oY, .
o= DX =

1

1

= (U0 — Uy 9p) Xy — (g 05 — pug)xg , ete.

Cette rotation infinitésimale est représentée dans [ par le
vecteur.

(C’est un vecteur que nous désignerons par

W=1u-XxpyWVv,

Choisissons pour engendrer notre groupe, les trois vecteurs

ul—‘:(l; 07 O), u2:(0a 17 0): u3:—'(0, O, 1)’
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correspondant & trois rotations infinitésimales autour de trois
axes orthogonaux. Alors, on a

u1Xu2:u3, u2><u3———ll1, u3><u1:112.

Ce que notre exemple nous a enseigné, ¢’est comment deux
vecteurs u et v déterminent complétement un troisiéme vecteur
que nous pourrons appeler le produit dew et v. Ce produit satisfait
aux régles de calcul suivantes:

UXvVv=—vXxXu,
MXV)XW+ (VW xu+ (wxu) xv=0 (Identitéde Jacobi).

Ce sont des formules douées d’un sens bien connu du calcul
de vecteurs dans ’exemple des rotations rigides. Mais elles sub-
sistent encore pour un groupe quelconque.

D’une maniere tout & fait générale, nous appellerons anneau
infinitésimal toute gerbe de vecteurs dans laquelle on a défini
une multiplication satisfaisant a ces deux conditions. Il est clair
que la classification de tous les anneaux infinitésimaux possibles
est une affaire purement algébrique.

Si w; sont les transformations infinitésimales engendrant le

germe du groupe 1l y aura alors %n (n—1) relations

par lesquelles ’anneau infinitésimal est complétement déterminé.
Dans la théorie de Lie les cl, sont appelés les coefficients de
structure.

Supposons que nous ayons trouvé un anneau infinitésimal. Le
troisitme théoreme principal de Lie nous permet d’en tirer un
germe de groupe. Et de 14 on arrive & un groupe entier M d’aprés
un théoréme de E. Cartan, et par conséquent & un groupe
simplement connexe M. F 1nalement en appliquant a 9t les sous-
groupes invariants discontinus nous trouverons tous les autres
groupes, ayant le méme germe 1.

1 Pour les §§ 7 et 8, cf. B. CARTAN, La théorie des groupes finis et continus et

I'Analysis situs, Mémorial des Sciences mathém., XLII (1934) et E. CARTAN, La
t topologie des espaces représentatifs des groupes de Lie, Conférence faite le 22 octobre

1935 dans le cycle des Conférences internationales des Sciencss mathématiques orga-
nisées par ’Université de Genéve. L’Enseignement mathématique, 1936.
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