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164 T. LEVI-CIVITA

A,) Pour chacun des deux corps le centre de gravité P, n’est pas
trop éloigné du (ou d’un) centre de gravitation G; plus
précisément, la distance P, G, est assez petite pour que,
en P, l'attraction g; du corps C, (nulle rigoureusement
en Gy) soit une fraction assez petite (ici encore quelques
centiémes au plus) de 'attraction F, exercée par ’autre
Corps.

Alors 1l est permis de négliger, comme étant d’ordre supérieur
au premier, tout terme du type

8h 8n
2. " —_ — .
B Vs et (h = 01)
REMARQUE. — Il n’est pas inutile d’avertir que, a cause de Aj),

dans I'ordre d’approximation adopté, il suffit que A,) soit vérifiée
a Pinstant initial. Elle reste alors automatiquement satisfaite
pour ¢ > 0. En effet, d’apres A;), nos corps se comportent sen-
siblement comme des solides, et alors, & la méme échelle, P, et G,
gardent & tout instant les mémes positions relatives dans le corps
respectif. Il s’en suit en particulier que le centre de gravité P,
est substantiel, c¢’est-a-dire affecte toujours la méme particule
matérielle.

REGLE PRATIQUE. — En vue du calecul effectif, il y a lieu
de retenir que, dans n’importe quelle relation, l’évaluation des
termes correctifs (généralement d’ordre 1; ou, exceptionnellement,
d’ordre v + 1, si par hasard I'ordre minimum est v) se fatt comme
st les corps Gy, Cy étatent rigoureusement indéformables, animés,
chacun pour son compte, de stmple translation, et chacun exercant
une attraction nulle sur son centre de gravité.

6. — EXPRESSION DU ds?2 POUR LE CHAMP DE DEUX COHKP3
d
y ’ h
EN MOUVEMENT DONNE — 1. OPERATEUR e

I1 faut expliciter les coefficients g;;,, qui, comme on I’a rappelé
au numéro précédent, sont nécessairement de la forme

0 \
Sin = 8ik — 2Yir (15)




LE PROBLEME DES DEUX CORPS 165

ou les gi, sont les coefficients (+ 1, 0) de (14) et les vy, des
petites corrections & regarder comme du premier ordre au plus.

Il est bien connu, et d’ailleurs aisé a vérifier, que, pour tenir
compte, dans les équations du mouvement, des termes d’ordre
immédiatement supérieur a I'approximation newtonienne, il
suffit de calculer la partie prépondérante d’ordre minimum de
tous les w;,, excepté wv,, pour lequel 1l faut expliciter non
seulement le premier ordre, mais aussi le second.

Nous désignerons par z. (b =0,1; i = 1,2, 3) les coor-
données des centres de gravité Pj; par (,; les composantes
dx%

pp de leurs vitesses romeriennes, qui ne sont pas autre chose

que des vitesses ordinaires divisées par c; B, représentera en
conformité la valeur absolue de ladite vitesse vectorielle
romerienne {3,

D’autre part, V étant le potentiel newtonien des deux corps,
rapporté, comme d’habitude, a 'unité de masse du point attiré,
nous poserons

(16)

%l <
|
7

Naturellement vy est la somme (divisée par ¢2) de deux poten-
tiels, I'un provenant de C, et 'autre de C;. En envisageant en
particulier les déterminations de v aux points P,, nous poserons

Yp, = Yp T By, (17)

h

ou v, provient de Pautre corps C,.,, et, d’aprés A,) et (2)
se réduit &

b

1 f Mhat

Yn = EQWI;U =G (18)
tandis que, d’apres (7),
. wdr'
"= [ o 4
(Ch

est le potentiel newtonien au point P, du corps C, lui-méme,
divisé par c2.

L’Enseignement mathém., 34me année, 1935. 11
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1l importe de remarquer que ces &, jouent le role de constantes,
puisqu’elles sont effectivement telles toutes les fois qu’on peut
traiter comme invariables les corps Cj,, ce qui arrive en particulier
dans I'application de la régle pratique du numéro précédent.

L’intégration approchée des équations gravitationnelles, que
Je ne puis pas méme ébaucher, donne, pour un point quel-

conque P,
Yin = Ok Ye (¢, k= 1,2,3) (20a)

ou I'on entend par §;, les symboles de Kronecker, c’est-a-dire
1 pour ¢t = k, 0 pour ¢ 3~ E.

Ensuite, en supposant que P appartient au corps C;, et méme
qu’il coincide initialement (en position et vitesse) avec le centre
de gravité P,, on constate, moyennant les hypothéses A,), A;)
et la régle pratique qui en découle, que, dans tout terme d’ordre

“supérieur au premier, on peut confondre P avec P,; et alors

on trouve:
Yoi = Yip = — 20, B — 2vpBpp (0 =1,2,3), (200
Yoo = Yp T Oh ) (20¢)

ou vy, &, ont les significations (18), (19) et ou 6, est d’ordre 2.
On a précisément

fm d . r

2 h+1 “h+1 y

—_ 21
eh | YP}L 26‘2 deZ + ( )
+ 2vov1 + 2@}1@; + 2Yh(32+1 + QYh(@h + VJh+1) (h =101),

en indiquant pour abréger par v, les constantes numériques que
voici

pldr
mc2f LT | Q@) Q) 2%

d,
et par —5 une dérivation temporelle dépendant exclusivement du

mouaement du point P,, ou 'on doit par conséquent regarder
comme constant tout ce qui se rapporte a P, _,.
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Commencons maintenant & remplacer les g, dans

3
X0 i 7R
ds? == 20_% gipdx'dx

par leurs valeurs (15). On a

g -
e dsﬁ — 22,hyikdxldxh ,
1
0

d’ou, si on tient compte des (20),

.2

3
ds® = dx°2(1 — QYP — th) — (1 + 2‘YP) del +
1

- 1
3 .
+ 8dz0 > (@), By + vh i) 2 -

i

1

Divisons par dz% et écrivons P2 au lieu de

1

331 dat\*
_I_]'. ExT) ’

en remarquant ici encore que, dans les termes d’ordre supérieur,

. 1 .
on peut remplacer % par By;;, et yp par yp, . 1l vient
"ds \?2 _q 9 1 . R 9 2 3 2 3 20
(d~x—° =1— EE’ + vp)— 2vp, Bp T 8@RBy + TnBo X By — 20, -

Le terme en parenthéses est du premier ordre, les trois suivants
du second ordre, et le signe X entre les deux vecteurs 3, et B34

signifie produit scalaire. On en tire, au troisieme ordre pres,

dS . 1 1 1 9 2
o =1 —<~2—BZ + Yp> —§<§@h + YPh> —
TPy, B+ 40,8, + bypBo X By — 0y (23)

ce qui est, d’apres (12), ’expression de la fonction lagrangienne
définissant le mouvement du point P : P, peut y étre traité
comme identique & P. On peut, sans altérer les équations
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différentielles du mouvement, omettre la constante additive 1,

et en surplus multiplier par une constante arbitraire _“&1—’
h

dont on disposera avantageusement un peu plus avant. Notre
fonction lagrangienne sera donc

v (i
. C Eh <d$0 1)

ce qui, d’apres (23), peut s’écrire

’

et = I+ Ay (24)
ou, en envisageant spécifiquement le point P, ,
N, = 28
Jep = ?Bh + th (25)

constitue la partie prépondérante du premier ordre, tandis que

' 1 avre 2 2 |
Ay = igch + Tp, B — 4@y B, — [‘tYh..B.O X EJ + 0 (26)

comprenant, comme on le vérifie aisément, tous les autres termes,
est du second ordre.

7. — FONCTIONS LAGRANGIENNES DEFINISSANT LE MOUVEMENT
DES CENTRES DE GRAVITE.

Le centre de gravité d’un corps donné est par sa définition
un point fictif, dépendant de la distribution des masses dans le
corps & I'instant envisagé. Il n’a pas par conséquent caractere
nécessairement substantiel, ¢’est-a-dire qu’en général il n’adhére
pas, pendant un mouvement du corps, & une particule matérielle
bien déterminée. Ceci arrive parfois, notamment pour les corps
solides et pour une classe de mouvements de systémes continus
remplissant une certaine condition (égalité de deux vecteurs a
tout instant !); non en tout cas.

Ceci posé, reprenons les fonctions lagrangiennes £, (h = 0, 1) du

1 Voir ma note: Movimenti di un sistema continuo che rispettano I’invariabilita
sostanziale del baricentro, Acta Pontificiae Academiae Scientiarum, T. LXXXVIII,
1935, pp. 151-155.
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