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Cette seconde édition prouve assez I’estime en laquelle le monde scienti-
fique tient I’ceuvre de M. De Donder. Cependant, comme nous I’avons déja
remarqué maintes fois, ici-méme, le Calcul des Variations ne manque point
d’animateurs illustres. Mais il y a, chez M. De Donder, une compréhension
particuliérement profonde de la philosophie du SUJet compréhension
d’autant plus remarquable qu’il ne cherche nullement & faire de la philo-
sophie. Celle-ci éclate seule, sur des formules nombreuses et élégantes,
formules qui se calculent, qui sont toujours des égalités. Que le monde
inégalitaire ait grandement contribué aux progrés des mathématiques,
voila qui ne fait pas de doute, mais certains esprits ont poursuivi la perfec-
tion dans les domaines égalitaires et peut-étre n’en pouvait-on trouver de
plus beau et de plus général que celui du Calcul des variations.

Qu’est-ce qu’une théorie invariantive de ce Calcul ? N’y a-t-il pas quelque
paradoxe a parler d’invariance dans ce que I’on déclare variable ? Para-
doxe ou non, il y a 1a ce que l'intelligence humaine peut faire de plus raison-
mnable vis-a-vis de linfinie complexité des phénomeénes. La Science doit
d’abord rechercher, en ceux-ci, ce qui ne varie pas, d’ou deux grandes
catégories d’invariances mathématiques: I'invariance des intégrales des
systemes d’équations différentielles et I’invariance des intégrales multiples
attachées & des champs d’intégration déformables, la déformation pouvant
avoir lieu, trés généralement, en vertu d’équations différentielles. En
d’autres termes, équations différentielles et ingariants intégrauxz sont les
deux piliers fondamentaux du monde mathématique et physique. |

Ces méthodes variationnelles sont essentiellement créatrices. On se
propose, par exemple, d’étudier, pour une intégrale n-uple, toutes les
variations possibles qui aboutissent & des invariances. Eh bien, ’on découvre
rapidement que ’espace a n dimensions ne suffit pas. Il y a de I’invariance
& découvrir dans I’espace & N dimensions, N étant plus grand que n. Un
jeune esprit, non encore familiarisé avec I’hyperespace, pourrait découvrir
celui-ci par de telles méthodes. C’est 1a ce que j’appelle un aboutissement
philosophique; ¢’est méme I'un des plus saisissants qui soient. La Connais-
sance s’étend par une irréprochable analyse.

Dés le début du volume, les formules sont empreintes du symbolisme
qui réussit; les dérivées variationnelles sont prétes & donner naissance aux
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dérivées covariantes, ce qui fait que le Calcul différentiel absolu est rapide-
ment englobé.

La permutabilité et la non-permutabilité sont associées par la notion
de reste de permutabilité, ce reste étant simple et élégant. Ces débuts peuvent
étre facilement appuyés, pour une premiére étude, dans’espace euclidien,
et cependant on reconnaitra vite qu’ils sont améiriques. Quel puissant intérét
que d’y réintroduire ensuite la métrique choisie, pour telle ou telle raison
de commodité, en se rendant compte de I’arbitraire de cette introduction.

Le déplacement variationnel lui-méme est une conception des plus simples,
entrainant nombre d’invariances et d’identités aussi naturelles que celles
accompagnant le déplacement euclidien d’un solide invariable.

Plus loin, & propos de la forme intrinséque d’une intégrale n-uple,
M. De Donder étudie un Calcul «au sens large » riche d’expressions, &
construction jacobienne, qui sont invariantes ou égales entre elles, en
lesquelles s’insérent nombre d’expressions métriques ou d’invariants diffé-
rentiels au sens de Lamé. D’immenses régions géométriques, souvent
étudiées isolément, sont ainsi survolées et de tres haut. Et, a propos de
pariances, on termine alors par la forme générale du Calcul absolu.

Soyons brefs pour la Seconde Partie et pour la Troisiéme. La seconde
est essentiellement canonique. On ne répétera jamais assez qu'une fonction
®, & deux séries de variables z; et y;, donnant

om; b oy

lorsqu’elle reste constante, est alors intégrale d’'un systeme différentiel dont
la forme la plus simple est

dz; > ® dy;
dt 0y; dt dx;

Seulement on ne peut tout de méme pas s’en tenir 1a. Ce raisonnement
rudimentaire a le premier tort de ne mettre le systéme canonique en relation
qu’avec une seule de ses intégrales. C’est en tentant de le reformer, dans
des conditions plus générales, qu’on en trouve de curieuses extensions; les
solutions en t sont alors extrémales aussi bien que trajectoires et c’est encore
le point de vue variationnel qui domine. Il domine encore dans la recherche
des identités fondamentales de la Gravifique, I'identité étant, en somme,
une forme de l’invariance. Des principes analogues jouent en Mécanique
ondulatoire ou I’opérateur hermitiqgue n’est jamais bien loin du symbolisme
canonique. |

Je m’arréte a regret. Ceux qui ont contribué, sans arrét, a I’épuisement
de la premiére édition de ce magnifique ouvrage, ne manqueront pas de
s’inspirer de la seconde pour perfectionner encore les plus hautes recherches
d’Analyse pure et de Physique théorique.

A signaler que le volume se termine par la Liste des Publications de
Th. De Donder. 11 n’y en a pas moins de 200, beaucoup concernant des
Ouvrages ou des Mémoires trés étendus. Cette liste seule pourrait attester
1a fécondité des méthodes créées ou perfectionnées par le savant auteur.

A. Bunai (Toulouse).
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