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384 NOTES ET DOCUMENTS

SECTION 1

1. — Sur la résolution graphique des équations fonctionnelles.
Par N. GERCEVANOFF.

Etant donnée une équation fonctionnelle

flo) = @[a, flo(a)] ,

ou @ et ¢ sont des fonctions données et f une fonction cherchée, le
probléme consiste a construire une courbe en coordonnées carté-
siennes déterminée par ’équation

y = f(z) .

La méthode consiste en ce qui suit: on construit sur un coté de
I’axe OX une échelle métrique et sur D'autre, celle de la fonction
donnée o (a); on s’en sert ensuite pour construire les points consé-
cutifs Ay, Ay, A,, ... de la courbe y = f (x) selon les points de ces
deux échelles, ayant les mémes cotes.

L’auteur montre la construction de la courbe y = f(z) pour
résoudre I’équation fonctionnelle de la forme

flo) = f[o(@] + 4lo)

ol @ (a) et ¢ () sont des fonctions données. Le procédé consiste &
tracer les droites ayb,, a;b,, ... qui réunissent deux points des deux
échelles, ayant les mémes cotes, celles de 1’échelle métrique sur
I’axe OX et d’une échelle curviligne, dont ’équation est

x = ola) , y = — $(a) ;

on peut en déduire une méthode analytique pour résoudre les équa-
tions fonctionnelles. A cet effet il faut éliminer I'indice de I’itération
n entre l'équation de 'abscisse & = o@n(o,) et celle de I'ordonnée
Yo = Un(oy, ¥), oy et y, étant I’abscisse et ’ordonnée Initiales de la
courbe y = f(z).

2. — Calcul des « Wurfs » de von Staudt et les nomogrammes de certaines
classes d’équation. Par Nil GLAGOLEFF.

Von Staudt a construit une théorie projective des opérations arith-
métiques, la théorie des « Wurfs » sur une droite ou sur une conique.
Précisément, le calcul sur une droite [ est établi par rapport aux trois
points fondamentaux A, B, C de cette droite. Etant donnés deux
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points arbitraires M; et M, sur la droite [, la projectivité parabolique
ayant un point double C, qui change le point A en point M;, change
le point M, en un point S, nommé « la somme » des points M; et M,,
M, + M, =S.

De méme la projectivité hyperbolique ayant les points doubles A
et C qui change le point B en point M;, change le point M, en point P,
nommé «le produit » des points My et My, M; . M, = P.

Les points A, B et C jouent le role des nombres 0, 1 et o dans le
systéme du calcul projectif.

[ auteur montre que cette théorie permet de construire avec la
plus grande facilité les nomogrammes a points alignés du genre zéro
et du genre deux de I’équation du troisieme ordre nomographique
des types:

h+f+fh=0; hilefs = 1.

Un nomogramme ainsi obtenu a la forme la plus générale. Cette
méthode a cela de particulier: on peut obtenir le transformé collinéaire
arbitraire du nomogramme ainsi obtenu sans effectuer la trans-
formation méme.

La théorie de von Staudt peut étre généralisée; aux opérations
arithmétiques, I’addition et la multiplication, ’auteur ajoute une
opération projective nouvelle, caractérisée par une projectivité ellip-
tique. Cette opération est soumise & la loi commutative et a la loi
associative et permet de construire avec la méme simplicité un nomo-
gramme du genre deux de [I’équation de l’ordre trois du type:
hifels=h+ 1+ T

Cette opération nouvelle a pour module le point A. Ce module
peut étre regardé aussi comme variable; ¢’est ce que donne la méthode
de construction du nomogramme de I’équation & quatre variables:

Jilafs — ffafs — fffs + 2affs + ffi + (B——ro)fl——Bf3+Bf—{—B =0,

ou B = a2 + (2, o et B sont des constantes.

Cette méthode de construction des nomogrammes n’exige presque
pas de calcul numérique et permet dans certains cas de D’éviter
complétement.

3. — Sur lapplication de la géométrie algébrique & la construction
des nomogrammes. Par A. GLAGOLEFF.

S1 nous établissons une correspondance biunivoque entre les points
d’une courbe algébrique unicursale d’ordre n et les points d’une
échelle rectiligne réguliére et si nous transportons en des points de
la courbe les cotes des points correspondants de 1’échelle, nous
obtenons sur la courbe I’échelle réguliere d’ordre n.
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Si la droite porte une échelle fonctionnelle, 1’échelle correspon-
dante curviligne s’appelle une échelle fonctionnelle d’ordre n. En
étudiant les propriétés des échelles d’ordre supérieur, 'auteur montre
que plusieurs propriétés des courbes algébriques, trouvées par Salmon,
Cayley, Weyr et d’autres géometres, peuvent étre appliquées a la
nomographie.

Ainsi en étudiant les propriétés des échelles du second ordre,
Pauteur obtient une méthode générale de construction des nomo-

grammes du type de Clark pour une équation a 4 variables «, 3, u
et ¢

(arfs + b1fa + e fufe + (aafs + bafy + ¢3) (fy + fo) + (asfs+ bsfa+ cs) = 0,

ai, b;, ¢; étant des constantes.

Les échelles f; et f, ont le méme support — une conique c¢,, dont
I’équation est:

(agz + byy + )% — (ayx + by + ¢;) (agz + byy + ¢3) = 0 .

Le point (z,y) de I’échelle a deux cotes o et {3, définies par les
égalités:

4 + by + o

file) = 22 + By - o

: __ ®mx ok by + o
) f2(B) - alx + bly + 01 :

Les fonctions f5(u) et f,(¢) ont pour supports des axes OX et OY.
Dans le cas de I’équation de Clark a 3 variables:

fs(v) fole) f2(B) + 85(v) [fale) + fo(B)] + Rsly) = 0,

les variables o et 3 ont le méme support — la conique ¢,; les équations
de I’échelle () sont:

aygs — Aofs cofs — €183

% Cofs — €183 b183 — Dafs |
ayhy — asfs Csi:gf ¢ hy

| c3fs — crhg bihy — byhy ‘

x , e
ay 83— Aafs b1gs — bofs| aygs — Aaf3 bygz— byfs
| ayhg— agfs bihy — bsfy ayhy — azfs byihg— byfy

En posant ¢; =1, b; =¢; =050y = ¢, =0, by =1, a5 = — 1,

by = 0, ¢c; = 1, on a ’abaque circulaire de M. Soreau.

4, — Sur un cas d’anamorphose générale. Par A. MOLDAVER.

Une équation a 3 variables étant représentée par un nomogramme,
toutes les positions de 'index curviligne ou rectiligne forment une
famille de courbes a 2 parameétres. Chacun des parameétres définit
un point par lequel passe une courbe donnée de la famille.
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En ajoutant a ’équation & 3 variables:
D2y, 22, 23) = flz1, 20) @l2s) + glar, 2o) Ylag) + Al 2) = 0
des égalités auxiliaires:
rle,y) = olz), s@,y) = dz),

r(xz,y) et s(z,y) étant des fonctions arbitraires des coordonnées z
et v, on obtient I’équation de I’index sous la forme:

f(zl,zz)r(x, y) + §<Zlaz2)3(“f’> y) + h(zl’z2) = 0.

L’auteur démontre que les conditions pour que I'index passe par
deux points, I'un coté z;, 'autre z,, sont les suivantes:

;I ¢ R | lf g h f g R
[fz g2 hZ’ZOa h & M| =0, i & k| Z0,
| faz 8oa Tag fuiu & hu fa 82 Py
ou
__of _ 0*f , __ by
'fi——bzi’ fii_—g;z, bi‘“azia etc

Les échelles (z;) et (z,) sont données par les équations:

. ghy — hg hfs — fh
mofw, y) = B8 2% sle, ¥} = 2L 2 our (z
1= ) fe. — gl 1, 9] fo, — g, POUrlal
ghy — hg hfy — h

ry (2, = 2= o1 N = = 2 our (z,) .
2( y) fgl . gfl 2( y) fgl . gfl p ( 2)

En introduisant dans I’équation du 3me ordre

D = (a9 3935 T App%s + Ag%3 + @oa) 3y + 312435 + g%y + Ag3%5 + Az = O

les notations:
g (g, 23) = Ug1 3233 T Qg9%p + Ugg23 + Ay ,

h(zy, 23) = ag12,2 T 332 + U373 + Qg ,
on obtient la fonction sous une forme générale:

J225 23) = ay12923 + @132y + 1325 + ay, ,
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A1y, Qqoy A3, Ay, €tant des constantes arbitraires, telles que le rang de
la matrice
Gyp G1z O13 dyig
@31 dgp  dggz  Uoq
(31 Ozg (33 Ogg
soit égal & 3.
Deux systémes de parameétres (a,q, @9, @43, @q4) €t (Cgy, ooy Aoz, Foa)

ne correspondent & deux nomogrammes, liés par une collinéation que
dans le cas ot on a:

De la la méthode de construction des nomogrammes qui ne peuvent
pas étre réduits I’'un a autre & ’aide d’une collinéation, ainsi que la
méthode de construction de différents nomogrammes, ayant une
méme échelle curviligne.

Si I’équation donnée ne satisfait qu’a deux conditions d’anamor-
phose:

'f g R f g h l
fo 8 he| = 0, i & h1{¢0,
fs g3 hs fa g2 ho |

on peut effectuer la dissociation incompléte des variables. Ainsi on
peut représenter ’équation:

—_ 2 2
@ - "—Z3 + alzl "‘I“ a2zlz2 + a3Z2 — 0

par un nomogramme « autocorrélatif », qui consiste en deux échelles

As 2 m n
rg = 0, yg = 23, %:gzz‘*"“g‘a y2:——2§-z2+§-z2+m,

et un réseau a deux cotes:
x = pzs + ¢, “2(2‘1—‘"2)95 + py + alpzf——- a3q% + mqg—np = 0,

m, n, p, g étant des constantes.

R
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5. — Sur les conditions nécessaires et suffisantes de 1'anamorphose
d’une fonction de trots variables. Par H. BUETTNER.

Etant donnée une équation F (z, y, z) = 0, il faut trouver a qgelles
conditions nécessaires et suffisantes 1’équation peut étre réduite a
la forme:

fi & 1
fo g 1| =10.
fs g 1

I’auteur considére le premier membre de I’équation F(x,y,z) =0
comme une fonction de 3 variables indépendantes z, y, z et cherche
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction F(z, y, z)

prenne la forme du déterminant de Massau. Si F:;y == 0, F;z = 0s

4 . , . . .
F.x 3£ 0, il est nécessaire et suffisant que la fonction F satisfasse aux
conditions suivantes:

" S / T '
nyz =0 (1) ; <ET> = (2) ; (F) =0 (3] ;
X xY

n

R ! ’ ’
— ) =0 (4 ; T*F—T(P,F,—PF,)—PPF, =0, (5
Fyz
R:F — R(M,F, — MF,) — MM, F, = 0, (6)
$*F — 8 (N, F, — NF,) —NN,F, =0, (7)
S, T, R, P, P;, M, M;, N, N, étant définis par des égalités:
S = Fyyx ' Fyz — Fyyz : Fyx ) T = Fzzy ) sz — Fzzx ’ Fzy ’
R = Fxxz ) ny_— Fxxy ) sz ; P = Fzz ) Fyz _ F:c ’ Fzzy 5
Pl:Fzz 'sz—Fx 'Fzzx; M:F;xF,zlx_F;: 'F;sz’
Ml:Fxx'ny—Fx 'Focxy; NZFyy-ny~Fy 'Fyyx’
F F

N S

Ny = Fyy vz y " Yyyz

Si toutes les dérivées F__, F ., F.. ou quelqu'une d’entre elles,
sont égales a zéro, les conditions de ’anamorphose se simplifient.

Si le premier membre de 'équation F(z, y, z) = 0 ne satisfait pas
a ces conditions, il faut chercher un « multiplicateur anamorpho-

sant» A tel que le premier membre de I’équation nouvelle AF = 0
satisfasse aux conditions énoncées plus haut.
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6. — Les nomogrammes de ’équation quadratique. Par O. ERMOLOWA.

L’auteur envisage les différents types de nomogrammes de 1’équa-
tion quadratique:
w = Au? + Buo 4 Co? .

Si AC = B2, A, B, C étant des constantes, elle n’est pas anamor-
phosable. Dans ce cas on peut effectuer la dissociation incompléte
des variables, en posant

w— Au?2 = Buy + Co2 = A,
A étant une variable auxiliaire.
S1 A, B, C sont des fonctions d’une variable «, I’équation a

4 variables
w = Aoe)u? + B(a)uy + G(a)¢?

n’est dissociable que dans les trois cas suivants:
Afa) : B(a) : Gla) = a1 b e (1)
(@) = ¢ ; (2)

C
Cla) = ¢[B(a)]", Ala) =a, (3)

a, b, ¢ étant des constantes.
Si A, B, C sont des fonctions de deux variables o et {3, I’équation
a b variables

w = A, BJu? + B, Blus 4 G, B)o?
peut étre dissociée si elle a une des formes suivantes:

(@) w = y(o8)[ayu? + byuo + c;07]
() w = x(x){a[By ()] u? + b3By(B)uo + c;b%}
() w = y(x) o(B) [aru® + brus + ¢y 2]
d w=ayu®+ B« Bluo + ¢;[B(x, )] o2
(f)  w = ayu® + By(a) By(B)uo + ¢, [By(a) By(B)] o2
(§) w = a[By(o) 'uz + 5By () By(B)uv + c[By(B)] o2,
@y, by, €1, Qg by, cy étant des constantes.
(c) est un cas particulier de (a), (g) un cas particulier de (d); mais

dans ces cas particuliers la dissociation peut étre obtenue de deux
maniéres.
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7. — Sur la construction d’un nomogramme du troisieme genre
de Uéquation symétrique d’ordre trots. Par D. PEREPELKINE.

L’auteur donne une démonstration de la possibilité de construire un
nomogramme du troisiéme genre pour I’équation symétrique d’ordre 3,
dont les trois échelles ont un support commun — une cubique uni-
cursale. Il donne les formules nécessaires et indique 'interprétation
géométrique de la réduction de cette équation a I'une des trois formes
canoniques (réduction de ’équation de la cubique a la forme la plus
simple).

8. — Sur la généralisation des équations des échelles des nomogrammes
a points alignés. — Par P. PoPowA-GLAGOLEWA.

L’auteur considere les deux méthodes de la construction des nomo-
grammes & points alignés: la méthode analytique ( & 'aide du déter-
minant de Massau) et la méthode des coordonnées paralléles de
M. d’Ocagne et montre que les deux méthodes sont des cas particuliers
de la méthode polaire. Cette derniére méthode consiste en une trans-
formation corrélative polaire de ’abaque de Massau par rapport a
une conique quelconque.

Soit ay 2% + 2a152y + G y® + 20,32 + 2055y + ag3 = 0 I'équa-
tion de la conique; si ’équation & 3 variables f (z;, 2y, 2;) = 0 admet
la disjonction:

017 + Gy + x4 =0,
G2 + Y1y + K2 = 0,

CPsx“*‘%y‘*‘Xs:O,

les équations des trois échelles sont:

P; Q12 Qg3 A P Qg3
b; g g Aoy P; g
- Xi Q32 Qg3 _ 31 Xi Css .
i iy Q12 @ ’ = 11 Gz @; ’ v=123.
Qo1 Qg ‘Pz Qo1 Qg %
Q31 Q3 X; Q31 Q3 Y4

Si la conique fondamentale est une parabole dont axe passe par
'origine, son équation est:

Ao (kx — Y)? + 2a15(x + ky) + ags = 0 .
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Dans ce cas les équations générales des échelles deviennent:

ag VIR VI T By

E.s‘: ’ L T ’
' o+ kY Vh 9 + ki

ce sont les équations données par la méthode des coordonnées paral-
leles. Le parameétre de la parabole définit la distance entre les axes
des coordonnées paralleles, la direction de I’axe donne le rapport
des modules des axes paralleles.

Si la conique fondamentale est une conique centrale, ayant le
centre a l'origine et deux diametres conjugués quelconques comme
axes de coordonnées, on a

U1 == Qg3 = 0G93 = 0,
et les formules générales nous donnent:

a3z Q; ags P;

i ) Ny = -
ayy X; Qoo Aj

Ce sont les équations des échelles données par la méthode analy-
tique.

Si la conique fondamentale est quelconque, on obtient d’autres
types d’équations des échelles, dont 'usage est souvent préférable.

9. — Sur la transformation corrélative de U'abaque de Massau a I’aide
de la méthode polaire. Par M. PENTWKOWSKY.

Pour étudier la transformation projective de ’abaque, ’auteur se
sert de la transformation polaire. En étudiant la représentation du
plan v, sur le plan vy, a’aide de différentes coniques fondamentales /2,
il est tres aisé de trouver les trajectoires des points du plan v,.

Soient les équations de la transformation polaire:

- }k(% + oy + o) \
P (g cos e+ gpsing) + k(d + oy + By
H(cpi CoS @ — ¥; sin o)

T T cos e + o sine) + k(Y + ey, + Bey

£i, ni désignant les coordonnées d’un point du plan v,, « et (3 étant
des parametres de translation, ¢ le parametre de rotation, L et H des
modules et k& étant un parametre dont dépend la forme de la conique
fondamentale. Les paramétres essentiels de la transformation sont
«, 3, ¢ et k. En les faisant varier, nous changeons la conique fonda-
mentale £%; les points du plan vy, se déplacent le long des trajectoires,
correspondant & chacun des parametres.

R T
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Les formules de la transformation polaire peuvent étre regardées
comme définissant une transformation collinéaire particuliéere du
plan v,. On obtient ’abaque transformé en passant d’un systeme de
parametres o, 3, @, £ & un autre systéme o', B, @', £'.

La connaissance de la conique fondamentale elle-méme est superflue
pour opérer la transformation; elle n’a été nécessaire que pour 1’étude
du sens géométrique des parametres o, 3, @ et /.

10. — Abaque @ réseau a trois cotes. Par Z. MICHALEWSKY.

L’auteur construit pour ’équation a 5 variables
FyGgy + Fy + F5 - Fyy + cpsy = 0

un nomogramme qul peut étre regardé comme une généralisation du
réseau & deux cotes.

SECTION II

11. — Sur Pexactitude des graduations nomographiques.
' Par A. MOLDAVER.

L’auteur donne la notion de «’épaississement de la graduation »,
donne des méthodes pour le calcul et le choix rationnel des échelles
rectilignes et curvilignes.

Pour une échelle

=i, y=zgb,

«Pépaississement de la graduation» ¢ correspondant & Iintervalle
graphique & est définie par les équations:

t+at
At _r de\? | [dy\?
=S o= (@) (@)
t
Ainsi pour I’échelle homographique z = fal * oy a

9
Aot + gy

J— 2
bl _—— T e

TR sy s,

Si pour deux valeurs dg .la variable ty eb Iy, on a @; = ¢,, on a
| i = |<P1 |, pour un ¢;, vérifiant la condition:

4 S Sty
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