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EQUATIONS DU TYPE PARABOLIQUE 353

II. — SuR LES EQUATIONS:
%z .0z
= = =0.
Oy2»+ oz
5. — Montrons d’abord comment on pourra former une

solution particuliére de cette équation. Cherchons une solution z,
de la forme 2(z) w(y). ’

On devra avoir
A’ + Ypd =0,

ce qui se scinde en les deux équations

Ao+ ar =0,

W —oaYp = 0.

La premiére donne A = e %%,

La seconde est une équation linéaire du second ordre qui a
donné lieu & de nombreux et importants travaux, principale-
ment de la part de M. E. Picarp. Son étude a fait derniérement
I’objet d’un probléme d’Agrégation (1926 — voir: Nouvelles
Annales de Mathématiques, janvier 1927).

G. DarBoux (Surfaces, t. II, p. 210) a signalé de curieuses
propriétés de cette équation.

Rappelons qu’en posant p = e/udy, u désignant la nouvelle
fonction inconnue, cette équation s’écrit

w 4+ ut—a¥Y =0°

ce qui est une équation de Riccati.

Nous connaitrons donc une solution particuliére de 1’équation
aux dérivées partielles considérée si nous connaissons une
solution particuliére de cette équation de Riccati. On sait
d’ailleurs que la connaissance d’une solution particuliére d’une
équation de Riccati entraine celle de son intégrale générale
qu’'on obtient par des quadratures.

Cecl nous permet de justifier 'intérét que 1’on peut attacher
& la question suivante: o |
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Quelle est la condition pour qu'une équation de la forme (1)

02z 0z
Z (z) :6@3+f(x’y)(37¢:0

puisse étre ramenée a une équation de méme forme, mais dans
0z
oz
C’est ce que je me propose de chercher maintenant.

laquelle le coefficient de == soit fonction de la seule variable y ?

6. — Nous voulons que I’équation (1’) puisse étre mise sous
la forme
0%z 1 0z
oyt T ¥3 o 10

par le changement de variables z =z, y; = w(x, y), Y, dési-
gnant une fonction de y; seulement. ‘
Ce changement de variables nous conduit & I’équation

02z 1 0z f 0z
b Dy + )y + 5=,
Oyr iy w s T

02z 03
— i> 5= 0 (11)
ayl U‘y x
f 1 : - !
Posons 5 = —. On tire de la
“‘y X1
1
On en déduit
1 1
1,77 2y!
by = 51 T hy Yo+ 1T

et, comme u(x, y) vérifie I’équation (1'),

1_,

2o] wo

f, Y, — Y, Y, . (13)
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Ecrivons que la condition d’intégrabilité est satisfaite

RSN
f 2Z(f 2>=—————Y;’lef-deyl. (14)

On peut écrire (14) sous la forme

yr = () (15)
en posant

A = F%Z(f% - (16)

Done pour savoir sil’équation (1) est réductible a la forme (10)
on commencera par calculer la fonction A de z et y donnée par
la formule (16) puis on cherchera si (1’) admet une solution qui
soit fonction de A. Comme on a

YRRy S ,,’@x)z ,2h oy, 00
¢ ® *__Q( Ve =¥

oy ~ oy’  0oy? Oy

il faut donc que

22 S
(J‘> cp”+< 7‘+f§—-k>q>':o,
X

Oy dy?
ou encore
R A,
O+ L0 =0 (17)
(53)
Si 'on pose
Z (%)

(&)
1l faudra donc que A puisse s’exprimer en fonction de A. L’équa-

tion (17), que I'on peut écrire

Q" + AD®" = 0,

donne alors
= feirran (19)
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On peut résumer les résultats que nous venons d’obtenir de
la facon suivante:

St Uon ceut ramener une équation de la forme

02z 0z ,
a la forme
0z 10z _
oy; Yy 0z ’ 10)

dans laquelle Y, est fonction de v, seul, on commencera par calculer
Uexpression

puis Uexpression
A= XL .

St cette derniére peut s’exprimer en fonction de N on déter-
minera y, par la formule

yo= [ an

La substitution de y; a v conduira @ la forme désirée (10) pour
Uéquation (17).

7. — Cas particuliers.

1
a) Reprenons I'équation (14) et supposons Z(f— _2_) = (. Donc
1

f 2 est solution-de ’équation (1’) considérée. Alors dans (14) le
second membre doit étre nul, Y; = 0, Y, = y, et I’équation (10)
s’écrit

4

iz_g_ia__z———() !
dy;  yi 9% ' (10

On sait ramener I’équation (10) & celle de la Chaleur. Le
Théoréme I de la premiere partie s’applique dans le cas actuel.

b) Un autre cas important est celui ou

x;féﬂfazk,

k étant une constante.
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Alors (14) donne
Y, Y, +k=0.

Si Pon pose Y; = 4/Y,, ceci peut s’écrire
Y — 2Y,Y, —2kY, = 0 ,

En se reportant & notre étude déja citée (2me partie, 2™ appli-
cation), on constatera que I’équation ci-dessus exprime la condi-
tion pour que I’équation

2

Q
[N

1
y? Y,

0%
]

= 0

o
%

X

puisse étre ramenée & ’équation de la Chaleur.
En effet, dans ce cas comme dans le précédent, nous nous
trouvons dans les conditions d’application du théoréme I.

¢) Supposons Z(2) = 0. Alors A =0, y, = A Par suite
on aura la fonction Y, qui doit figurer dans 1’équation (10) &
obtenir, par ’équation

Y: Y +y, =0
déduite de (14).
D’une facon plus générale supposons qu’on ait

ce qul s’écrit aussi
0A\?
27 () +m(-®-§/) —0.

On établira aisément la formule suivante qui se démontre par
récurrence "

ZomHY = (m o+ 1)t [xZ(x) + m@—;ﬂ .

I1 en résulte que

A =.——’;} entraine Z(2"t1) = o ;

?

donc 1c1
Y = At

L’Enseignement mathém., 34me année, 1935. 23
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et on aura ensuite la fonction Y,, toujours d’aprés (14) par:

1
Y, Y, + ¢yt =0 .

1

8. — Exemple. — Considérons I’équation

02z 1 0z
Z == — = .
2) 0y? L a?(y + a’z) oz 0

Cette équation a été étudiée par M. A. BunL dans son travail
Sur les Equations linéaires aux dérivées partielles et la Théorie
des groupes continus (Journal de Mathématiques, t. 10, 1904, p. 85)
sous la forme

02z 0z

l“‘z(y—u'2x)ay2 oz

Il suffit de poser pu = at pour passer de 'une & I'autre. Ieci

3 .3 -3 _3
i P=aly + az)?, z(;c 2>:Z(y+a2x) ®
a? 5 y—1 a? 3
A=y e, Z(1)=z-(y+a2x) ;
a? 0 \=2
by = — 4l + et
LN 2, — 1
A = )\Z~a2(y+ax) 5

On a finalement, & un facteur constant prés,

y, = log (y + a*a) .

Puis le changement de variables

r =z, yp = log (y + a®x)

remplace cette équation par

2 Y1
oy a® 0x
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