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SUR CERTAINES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
DU TYPE PARABOLIQUE

PAR

René Guicue (Bonneville).

On sait le grand parti que l'on peut tirer de la connaissance
de solutions particuliéres pour I’étude de certaines équations
aux dérivées partielles du second ordre. Par des procédés assez
variés (par exemple par des quadratures par rapport aux para-
metres arbitraires dont dépendent ces solutions particulieres) on
généralise ces solutions particuliéres de I’équation, les intégrales
a obtenir étant astreintes a certaines conditions imposées
d’avance par la nature du probléme régi par I’équation a étudier.
Ce sont ces intégrales qui jouent en général le role le plus impor-
tant en Physique mathématique.

L’exemple le plus remarquable des importants résultats
obtenus par cette voie est 'application qui en a été faite & I’équa-
tion classique de la chaleur.

Ceci explique l'intérét qu’il y aurait & ramener, au moins
toutes les fois ou cela sera possible, une équation du type para-
bolique prise sous la forme générale

2
ss + flo, W =0
& une équation de méme forme dont on saura former des solutions
particuliéres dépendant de constantes arbitraires. Un premier

cas important est celui ou cette équation peut étre mise sous
la forme ’
02z 0z
R T

?
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X étant une fonction de la seule variable z, car il suffit de faire
" ensuite
y o= (%
' X
pour obtenir I’équation de la chaleur.
L’examen de ce cas fait 'objet de la premiére partie de cette
étude.
Un autre cas intéressant est celui ou 'équation parabolique
donnée peut prendre la forme

023 0z

Comme nous le montrerons dans la Seconde partie il sera bien
souvent possible d’obtenir des solutions particuliéres d’une
équation de cette forme.

I. — LES EQUATIONS DU TYPE PARABOLIQUE
REDUCTIBLES A LA FORME

02z 0z
ng + X(ﬂ; — O .
1. — Soient z(x, y) et f(x, y) deux fonctions des deux va-

riables z et y. Nous désignerons par Z{z) la fonction de x et y
définie par
0%z

Z0) = 55+ 1z, )52 (1)

L’opération Z possede évidemment les propriétés suivantes:

Z(?/) =0, (2)
Z(x) = flz,y), (3)
Z(X) = X', ()

ou X désigne une fonction de z seul.

De méme
Z(Y) = Y",

Z(AB) = AZ(B) + BZ(A) + 2A,B, . (5)
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En particulier, si B est fonction de z seul

Z(AB) = AZ(B) + BZ(A) . (5")
. 1 .
Dans la suite nous aurons besoin de Z(}‘_7>. On montre

facilement que

_4 _3 _2 _4
A7) - P2 =gt Thy— gt e (6)

| oo

2. — Application. — Dans une précédente étude ! nous avons
montré que la condition pour que 1’équation

02z 0 ’
Za) = 5 fley) 5, =0 (1

puisse étre ramenée & une équation de la méme forme mais
; 0z , ;
dans laquelle le coefficient de 3~ dépend de la seule variable

est que l'expression

soit fonction de x seul, ce que 'on peut écrire, d’apres (6),

f%ﬁfa=~§, 7)

ou encore

Or 1] résulte de (5') et de (4) que cette équation s’écrit
1

Z<Xf“7>: 0 (7')
et alors I’équation (1) pburra étre mise sous la forme

02z 1 0z
oy? X290z

par un changement convenable 2 .de la variable y

’

y = ulz, y) .

1 Lignes asymptotiques et Equation de la Chaleur (L’Enseignement math., 1934).
2 Loc. cit. (1t partie). ‘
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Si 'on a, en particulier,

z(f_%)zzo.

c’est que X' = 0, X = cte et le changement de variable consi-
déré conduira directement a 1’équation de la chaleur.

THEOREME I. — En résumé pour que 'équation (1) soit réduc-

tible a Uéquation de la chaleur il suffit qu’on sache déterminer une
1

fonction X de x telle que Xf 2 soit une solution de cette équation (1').

3. — Les deux équations (7) et (7') sont équivalentes. Explici-

o] ~

tons la premiére en posant f 2 = u. Elle devient

0%u 1 ou X' 4

ot Twos T XY T 0 (8)
-

Développons de méme (7°) en posant Xf 2 = ¢. Elle s’écrit

alors
02y X290y

oyt o

. X2
puisque f(z, y) = ok

. . “ dx
Si lon fait, dans cette derniére z’ = (Xg nous aurons

02¢p 1 9y ,
Oﬂyz + 2or 0. (8")
TrkorEME I1. — Il résulte de ce qui précéde que I’intégration
de I'équation du second ordre !
0%u 1 du 1
b?+a§ﬂ—F(x)lL (9)

se rameéne a Uintégration de [U'équation de méme forme mais
dépourvue de second membre

1 On peut méme prendre (9) sous la forme plus générale

2u  Gx)Jdu |
5_y2 +? a—x—F(OC)u ¥
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TutoriME 1II. — On connaiira donc toutes les équations de la
forme (1) réductibles & I’équation de la chaleur par un changement
de variables si Von sait intégrer Iéquation (9'). A toute solution de
Péquation (9') correspondra ainsi une équation (1') réductible a
Uéquation de la chaleur et qu’il sera aisé de former.

Inversement, supposons connue une solution de I’équation de
la chaleur. En substituant a la variable y cette solution, I’équa-
tion de la chaleur se présentera sous la forme (1'), la fonction f

qui figure dans cette derniére possédant la propriété suivante:
1

a un facteur prés, fonction de x seul, /2 est solution de (9').
Ceci est une conséquence presque évidente des résultats déja
obtenus. On peut d’ailleurs en donner une vérification directe
comme suit:

Soit w(x, y) = y’ une solution de

+ 5 =0. ()

Si on fait le changement de variables ¥ = u.(x, y), x étant
conserveé, (o) devient

023 1 0z
syt T =0 (8
oy'2 , Ox

Montrons que A = p,, est solution de 1’équation

t a2y =0 (v)

On suppose évidemment que » a été exprimé en fonction de
et y'.
La relation dy" = p, dr + u, dy donne

dy = -:—dy’ — EEdyc

?

d’ou
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Done
O Hyy 02h _ Hylhyyy — Hyy
oy My 0y'® y
ox T zJ‘:)Cy “yy v o uy i ’

Si Pon écrit que A vérifie I’équation (y) on devra avoir

2
My By ™ By T By by — Py = 0
ou bien

0
Hya—y (“‘yy + l“l‘x) - p“yy (p"yy + u'x) =0 ’

ce qui est bien vérifié puisqu’on suppose que w(z, y) est solu-
tion de (a).

TureorEME IV. — Donc: A toute solution de I'équation de la
chaleur correspond une solution de ’équation (9').
En un mot:

THEOREME V. — L’intégration de U'équation de la chaleur et

© . ; . 0%u 1 du
Uintégration de léquation —, + — —
oy u? ox

problémes équivalents, la connaissance d’une solution de ['une
entrainant nécessairement la connaissance d'une solution de

Uautre.

— 0 constituent deux

4. — Aux considérations précédentes se rattachent d’inté-
ressantes applications géométriques. Une famille de courbes I’
étant donnée dans le plan zoy la détermination des surfaces
admettant un systéme d’asymptotiques (ou une famille de
géodésiques) dont les projections sur le plan zoy sont les
courbes I' conduit & une équation du second ordre du type
parabolique. Un cas important est celui ou cette derniére peut
étre ramenée a I’équation de la Chaleur.

Sur le premier de ces problemes on pourra consulter mon
travail déja cité (Lignes asymptotiques et Equation de la Chaleur).

J’ai consacré également une étude au second, et j’ai établi
que, sous certaine condition & remplir par les courbes I', la
solution dépendrait de l'intégration de I’équation (9’) done,
en derniére analyse, de ’équation de la Chaleur.
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II. — SuR LES EQUATIONS:
%z .0z
= = =0.
Oy2»+ oz
5. — Montrons d’abord comment on pourra former une

solution particuliére de cette équation. Cherchons une solution z,
de la forme 2(z) w(y). ’

On devra avoir
A’ + Ypd =0,

ce qui se scinde en les deux équations

Ao+ ar =0,

W —oaYp = 0.

La premiére donne A = e %%,

La seconde est une équation linéaire du second ordre qui a
donné lieu & de nombreux et importants travaux, principale-
ment de la part de M. E. Picarp. Son étude a fait derniérement
I’objet d’un probléme d’Agrégation (1926 — voir: Nouvelles
Annales de Mathématiques, janvier 1927).

G. DarBoux (Surfaces, t. II, p. 210) a signalé de curieuses
propriétés de cette équation.

Rappelons qu’en posant p = e/udy, u désignant la nouvelle
fonction inconnue, cette équation s’écrit

w 4+ ut—a¥Y =0°

ce qui est une équation de Riccati.

Nous connaitrons donc une solution particuliére de 1’équation
aux dérivées partielles considérée si nous connaissons une
solution particuliére de cette équation de Riccati. On sait
d’ailleurs que la connaissance d’une solution particuliére d’une
équation de Riccati entraine celle de son intégrale générale
qu’'on obtient par des quadratures.

Cecl nous permet de justifier 'intérét que 1’on peut attacher
& la question suivante: o |
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Quelle est la condition pour qu'une équation de la forme (1)

02z 0z
Z (z) :6@3+f(x’y)(37¢:0

puisse étre ramenée a une équation de méme forme, mais dans
0z
oz
C’est ce que je me propose de chercher maintenant.

laquelle le coefficient de == soit fonction de la seule variable y ?

6. — Nous voulons que I’équation (1’) puisse étre mise sous
la forme
0%z 1 0z
oyt T ¥3 o 10

par le changement de variables z =z, y; = w(x, y), Y, dési-
gnant une fonction de y; seulement. ‘
Ce changement de variables nous conduit & I’équation

02z 1 0z f 0z
b Dy + )y + 5=,
Oyr iy w s T

02z 03
— i> 5= 0 (11)
ayl U‘y x
f 1 : - !
Posons 5 = —. On tire de la
“‘y X1
1
On en déduit
1 1
1,77 2y!
by = 51 T hy Yo+ 1T

et, comme u(x, y) vérifie I’équation (1'),

1_,

2o] wo

f, Y, — Y, Y, . (13)
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Ecrivons que la condition d’intégrabilité est satisfaite

RSN
f 2Z(f 2>=—————Y;’lef-deyl. (14)

On peut écrire (14) sous la forme

yr = () (15)
en posant

A = F%Z(f% - (16)

Done pour savoir sil’équation (1) est réductible a la forme (10)
on commencera par calculer la fonction A de z et y donnée par
la formule (16) puis on cherchera si (1’) admet une solution qui
soit fonction de A. Comme on a

YRRy S ,,’@x)z ,2h oy, 00
¢ ® *__Q( Ve =¥

oy ~ oy’  0oy? Oy

il faut donc que

22 S
(J‘> cp”+< 7‘+f§—-k>q>':o,
X

Oy dy?
ou encore
R A,
O+ L0 =0 (17)
(53)
Si 'on pose
Z (%)

(&)
1l faudra donc que A puisse s’exprimer en fonction de A. L’équa-

tion (17), que I'on peut écrire

Q" + AD®" = 0,

donne alors
= feirran (19)
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On peut résumer les résultats que nous venons d’obtenir de
la facon suivante:

St Uon ceut ramener une équation de la forme

02z 0z ,
a la forme
0z 10z _
oy; Yy 0z ’ 10)

dans laquelle Y, est fonction de v, seul, on commencera par calculer
Uexpression

puis Uexpression
A= XL .

St cette derniére peut s’exprimer en fonction de N on déter-
minera y, par la formule

yo= [ an

La substitution de y; a v conduira @ la forme désirée (10) pour
Uéquation (17).

7. — Cas particuliers.

1
a) Reprenons I'équation (14) et supposons Z(f— _2_) = (. Donc
1

f 2 est solution-de ’équation (1’) considérée. Alors dans (14) le
second membre doit étre nul, Y; = 0, Y, = y, et I’équation (10)
s’écrit

4

iz_g_ia__z———() !
dy;  yi 9% ' (10

On sait ramener I’équation (10) & celle de la Chaleur. Le
Théoréme I de la premiere partie s’applique dans le cas actuel.

b) Un autre cas important est celui ou

x;féﬂfazk,

k étant une constante.
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Alors (14) donne
Y, Y, +k=0.

Si Pon pose Y; = 4/Y,, ceci peut s’écrire
Y — 2Y,Y, —2kY, = 0 ,

En se reportant & notre étude déja citée (2me partie, 2™ appli-
cation), on constatera que I’équation ci-dessus exprime la condi-
tion pour que I’équation

2

Q
[N

1
y? Y,

0%
]

= 0

o
%

X

puisse étre ramenée & ’équation de la Chaleur.
En effet, dans ce cas comme dans le précédent, nous nous
trouvons dans les conditions d’application du théoréme I.

¢) Supposons Z(2) = 0. Alors A =0, y, = A Par suite
on aura la fonction Y, qui doit figurer dans 1’équation (10) &
obtenir, par ’équation

Y: Y +y, =0
déduite de (14).
D’une facon plus générale supposons qu’on ait

ce qul s’écrit aussi
0A\?
27 () +m(-®-§/) —0.

On établira aisément la formule suivante qui se démontre par
récurrence "

ZomHY = (m o+ 1)t [xZ(x) + m@—;ﬂ .

I1 en résulte que

A =.——’;} entraine Z(2"t1) = o ;

?

donc 1c1
Y = At

L’Enseignement mathém., 34me année, 1935. 23
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et on aura ensuite la fonction Y,, toujours d’aprés (14) par:

1
Y, Y, + ¢yt =0 .

1

8. — Exemple. — Considérons I’équation

02z 1 0z
Z == — = .
2) 0y? L a?(y + a’z) oz 0

Cette équation a été étudiée par M. A. BunL dans son travail
Sur les Equations linéaires aux dérivées partielles et la Théorie
des groupes continus (Journal de Mathématiques, t. 10, 1904, p. 85)
sous la forme

02z 0z

l“‘z(y—u'2x)ay2 oz

Il suffit de poser pu = at pour passer de 'une & I'autre. Ieci

3 .3 -3 _3
i P=aly + az)?, z(;c 2>:Z(y+a2x) ®
a? 5 y—1 a? 3
A=y e, Z(1)=z-(y+a2x) ;
a? 0 \=2
by = — 4l + et
LN 2, — 1
A = )\Z~a2(y+ax) 5

On a finalement, & un facteur constant prés,

y, = log (y + a*a) .

Puis le changement de variables

r =z, yp = log (y + a®x)

remplace cette équation par

2 Y1
oy a® 0x
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