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MOTIFS POUR I’INTRODUCTION DES NOMBRES
NEGATIFS

PAR

G. A. MrLrer (Urbana, I1.).

L’histoire des mathématiques se propose principalement
d’établir des faits. Dans de nombreux cas, la clarté du sujet
y trouve son avantage si 'on prend également en considération
quelques-uns des motifs permettant de justifier ces faits. Le
présent article a pour but d’exposer briévement cing motifs
probables concernant I'introduction des nombres négatifs.
Ce n’est pas a dire que ceux-ci furent les seuls mobiles; mais
Pexamen de ces motifs éclairera sans doute ceux qui n’ont
peut-ctre pas accordé une attention suffisante aux principes qui
sont a la base des nombres négatifs et fera saisir pourquoi leur
entrée dans notre systéme moderne des nombres s’est faite
d’une fagon & la fois lente et hésitante. Les courts passages que
les ouvrages sur I'histoire des mathématiques consacrent a cet
objet soulévent naturellement de nombreuses questions aux-
quelles on ne peut répondre que partiellement.

I. — Les recherches sur la résolution des équations conduisirent
les Hindous & observer qu’un nombre positif peut avoir deux
racines carrées. Plus tard, LEoNArD pE Prse observa dans son
Flos (1225 environ) que la racine négative d’une certaine équa-
tion du second degré peut étre interprétée comme une dette,
bien qu’il n’adoptat pas ’idée générale qu’une equation puisse
avoir des racines négatives qui doivent &tre prises en considé-
ration tout aussi sérieusement que ses racines positives. Cette
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idée fut exprimée d’une maniére effective environ quatre siécles
plus tard par A. GirarD, dans son ouvrage intitulé Invention
nouvelle en l’algébre (1629), ou il énongait, sans preuve, le
théoréme qu'une équation a autant de racines que I'indique son
degré et ou il exprimait les sommes des quatre premiéres puis-
sances des racines d’une équation en fonction de ses coefficients.
La tendance d’écrire les équations sous une forme générale a
également conduit les mathématiciens & envisager des nombres
négatifs. Jusqu’a Pépoque de I'Arithmetica integra (1544), de
Michael StirEL, on avait ’habitude de considérer les équations
du second degré sous les trois formes

2 4 ar =8, 22+ b = ax , 2? = azx + b,

tandis que Stifel considéra et résolut ces équations sous l'unique
forme 22 = pz + ¢. Il faut noter que les coefficients a et b
représentent des nombres positifs, tandis que p et ¢ sont positifs
ou négatifs, et que Stifel ne s’est pas encore servi d’une lettre
pour représenter soit un nombre positif, soit un nombre négatif.
En plus, la quatriéme forme de I’équation du second degré,
22 gz + b = 0 ou a et b sont positifs, n’a été résolue qu’apres
I’époque de Stifel. L ’histoire de cette forme n’a pas encore recu
Pattention qu’elle mérite.

2. — Un second motif se rapporte & I'usage des exposants
négatifs et peut étre appelé le motif exponentiel. De tels exposants
furent utilisés en 1484 par le mathématicien francais M. GHUQUET

qui se servit également de l’exposant zéro, conformeément a . |

'usage moderne. L’emploi des exposants négatifs prit plus tard
une importance particuliére par suite du développement des
logarithmes, dont la théorie fut clairement établie par Stifel,
environ soixante-dix ans avant la publication des tables de
J. Ntper dans son célébre ouvrage Mirifict logarithmorum
canonis descriptio (1614). La table suivante se trouve déja dans
I’ Arithmetica integra, de M. Stifel:
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L’établissement d’une correspondance (1,1) entre les termes
d’une progression arithmétique prolongée indéfiniment dans les
deux sens et d’une progression géométrique conduisit naturelle-
ment a observation qu’il est désirable de faire correspondre les
bases de ces progressions, bien que ceci n’ait pas été fait dans
les tables de J. NE£pER et de J. Borar; ¢’est pourquoi ces tables
furent bientot remplacées par d’autres dans lesquelles ce principe
fondamental est réalisé. En faisant correspondre & une progression
arithmétique commencant par 0, une progression géométrique
commencant par 1, les nombres positifs inférieurs & 'unité de
cette derniére correspondent & des nombres négatifs de la
premiére; c’est ainsi que I'usage des nombres négatifs apparut
comme désirable dans les considérations relatives a cette corres-
pondance (1,1) qui remonte jusqu’aux Eléments d’Euclide.

3. — Un troisieme motif est fourni par la Géométrie analytique
qui conduisit R. Drscarres a adopter l'usage d’ordonnées
négatives, suivi peu aprés par Iemploi général d’abscisses
négatives, de sorte que les points réels dans les quatre quadrants
sont déterminés d’une facon unique par leurs coordonnées. Les
nombreux avantages résultant de 1’étude de courbes dans les
quatre quadrants furent bientdt reconnus par plus d’un auteur
et contribuérent a étendre I'usage des nombres négatifs long-
temps avant qu'une théorie satisfaisante de ces nombres ait été
développée. Cependant, les progrés que R. Descartes fit faire a
cet usage ne dépassérent point ceux que nous devons a quelques-
uns de ses prédécesseurs et il n’adopta méme pas les exposants
négatifs de N. Cnuquer. 1l pensait qu'un nombre négatif devait
croitre en méme temps que sa valeur absolue et il n’avait pas
une conception claire des coordonnées dans le sens moderne. —
CI. Encyclopédie des Sciences mathématiques, tome 1, volume 1,
page 35, et tome 3, volume 3, page 17, o 'on peut trouver
d’autres références.

4. — Le motif dii & la trigonométrie se présenta pour la premiére
fois lorsqu’on commenca a étudier les fonctions cosinus, tangente,
cotangente et sécante, pour un arc aboutissant dans le second
quadrant. Puis, en passant au cas général d’un angle quelconque,
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on fut également amené a attribuer un signe au sinus et a la
cosécante. Ainsi le développement de la trigonométrie est lié
‘d’une fagon fondamentale a cette extension de la notion de
nombre. Cela fut surtout le cas lorsqu’on envisagea les repré-
sentations graphiques de fonctions trigonométriques dans la
derniére partie du dix-septieme siécle et au commencement du
dix-huitiéme. En 1600, B. Piriscus énonca dans sa Trigonomeiria
que la tangente et la sécante d’un angle supérieur & 90° sont
impossibles et, méme en 1727, F. C. MAIER, dans un mémoire
présenté a I’ Académie de Pétrograd, attribua des signes incorrects
a plusieurs fonctions d’angles supérieurs a 90°. On peut se rendre
compte de Pextension que prennent certains. développements
trigonométriques lorsqu’on exclut 'usage des nombres négatifs
en notant le fait que F. VikrEe, en 1576, divisa I’examen du
triangle rectangle sphérique en 60 cas, et que G.-J. RHAETICUS
consacra 140 grandes pages au méme sujet dans son Opus

Palatinum, 1596.

5. — Dans la théorie des groupes. — L’évolution de la notion
de groupes constitue un motif important pour Pintroduction
des nombres négatifs. Dans le tome I de son Ouvrage Elementar-
mathematik vom hoheren Standpunkte aus (édit. 1932, p. 23),
Félix KLEIN énonce le fait que « la création des nombres négatifs
est motivée, comme l’on sait, par la demande que I’opération
de la soustraction soit possible dans tous les cas ». Avant l'intro-
duction du nombre 0 et des nombres négatifs, le systeme des
nombres alors en usage ne constituait pas un groupe dans le cas
de ’addition,-puisque la notion de groupe, dans le sens habituel,
implique que les inverses de ses opérations figurent dans le groupe
et que Pinverse d’un nombre positif relativement a I’addition
est le nombre négatif correspondant. Au seiziéme sicle, M. STIFEL
et M. CARDAN énoncérent explicitement le fait que la soustrac-
tion d’un nombre positif est équivalente & ’addition du nombre
négatif correspondant. De ceci résulte que Popération de la
soustraction fut absorbée dans celle de I'addition lorsque les
nombres négatifs furent introduits.

6. — Tous les exemples choisis qui précédent, excepté une
partie de ceux qui se référent au.premier motif, concernent les
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nombres négatifs relativement aux opérations de l’addition et
de la soustraction et sont par conséquent indépendants de la
théorie de ces nombres dans le cas de la multiplication et de la
division. Cela explique, semble-t-il, I’abondant usage des nombres
négatifs avant que leur théorie ait été suffisamment développée
au commencement du dix-neuvieme siecle environ. La vigou-
reuse croisade contre I’emploi des nombres négatifs durant le
dix-huitieme siécle, menée principalement par R. Simon,
F. Mastres, W. Frexp et d’autres, est due en grande partie
au fait qu’a cette époque aucun exposé satisfaisant de I’emploi
de ces nombres dans la multiplication et la division n’avait été
publié. En ce qui concerne les opérations de 1'addition et de la
soustraction, 'usage de ces nombres a été déja suffisamment
expliqué par les Hindous qui les interprétérent géométriquement
comme représentant des distances dans une direction opposée
a celles représentées par les nombres positifs correspondants.

7. — On devrait insister sur le fait que I'usage des nombres
négatifs n’est pas une nécessité logique mais bien une commodité
logique. Leur utilité n’a pas été démontrée par un hahile mathé-
maticien avant que d’autres aient commencé & les employer,
mais cette utilité a été observée occasionnellement par des
chercheurs travaillant dans des domaines fort différents et qui
s'aventurérent & les employer suivant leur propre ligne de
travail sans attendre un verdict sur la question de savoir si leur
usage general, en tant que nombres, ferait plus de bien que de mal.
lls s'introduisirent dans les mathématiques en prouvant tout
d’abord leur utilité ici et 1a sans que fat établi le fait qu'ils
possédaient les qualifications nécessaires pour devenir membres
réguliers de la famille mathématique. Une fois qu’ils eurent fait
leur preuve en tant qu’utiles serviteurs dans de nombreux
domaines, leurs qualifications furent trouvées suffisantes au
point de vue théorique et ils furent alors admis en qualité de
citoyeas respectables du monde mathématique.

8. — 1l semble probable que les motifs les plus forts pour
Pusage des nombres négatifs, en ce qui concerne les mathéma-
ticiens européens, ne furent pas historiques mais plutot pratiques.
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Il est douteux que l'usage antérieur de ces nombres par les
Hindous ait eu une influence quelconque sur leur emploi par
les mathématiciens européens. Les Arabes, qui transmirent une
bonne partie de I’ancienne doctrine mathématique 4 1’Europe,
ne les avaient pas adoptés. Il est probable que les nombres
négatifs prirent. de nouveau naissance en Europe; leur étude s’y
développa par étapes successives, tandis qu’aux Indes elle en
resta & sa premiére étape. Leur développement en Europe se
poursuivit pendant environ six siécles et rencontra le maximum
de résistance & I’époque qui précéda immédiatement ses derniéres
étapes, caractérisées par les considérations geometrlques rela-
tives & la multiplication et la division.

9. — Les motifs pour l'introduction des nombres négatifs
peuvent étre considérés briévement en partant de trois points
de vue supplémentaires.

a) Leur usage dans I’addition et dans son inverse la soustrac-
tion. Etant donné qu’un nombre négatif est obtenu en sous-
trayant un nombre positif de 0, ce cas s’explique facilement.

b) Leur usage dans la multiplication et dans son inverse la
division. Ici, les régles des opérations furent suggérées par celles
concernant la multiplication de binomes de la forme a—b ou
a > b. La question de savoir pourquoi les anciens Grees se sont
occupés de telles opérations n’est pas si claire, mais le fait qu’ils
s’en sont occupés effectivement est établi dans les Eléments
d’Euclide. Le désir d’approfondir et d’étendre ses connaissances
était peut-étre le principal motif de ces développements.

¢) Leur usage dans I’élévation aux puissances et I'extraction
des racines. Ici, I'établissement d’une correspondance (1,1) entre
les termes d’une progression arithmétique et d’une progression
géométrique semble fournir 'explication la plus plausible. La
considération d’une correspondance de ce genre par Archiméde
et d’autres peut alors avoir été motivée également par le désir.
de connaitre et par la conviction que I'on peut souvent étendre
ses connaissances par I’étude des analogies.

Traduit de ’anglais par J.-P. Dumur (Genéve).
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