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SUR LE TRANCHET D’ARCHIMEDE

PAR

V. TutBavrr, Le Mans (Sarthe).

M. M. p’OcaGNE a repris des propriétés de la figure constituée
par trois demi-cercles de diamétres BC, AC et AB, décrits d’un
méme cOté d’une droite, sur laquelle sont marqués trois points
A, B, C (A entre B et C), pour montrer les avantages que peut
offrir la méthode de I'inversion en tant que moyen de démons-
tration 1.

Cette configuration, qui fait ’objet des ProposiTions IV ET V
du Livre des Lemmes d’ARCHIMEDE, a beaucoup occupé les
géometres. Cocurz semble avoir eu le premier I'idée de trans-
former la figure par rayons vecteurs réciproques 2. De notre
cOté, nous avons employé le méme procédé pour généraliser la
figure envisagée par le géométre grec 3.

Peut-8tre n’est-il pas sans intérét d’ajouter encore des complé-
ments.

1. — Sotent A, B, C trois points marqués sur une droite
(A entre B et C). D’un méme c6té de cette droite, tracons les
demi-cercles (O), (0,), (O,) de diameétres BC = 2a, AC = 20,
AB = 2¢, puis un demi-cercle, de rayon R = b + ¢+ d,
concentrique au demi-cercle (O), d étant une longueur donnée.
Ce dernier demi-cercle coupe la droite BC en des points B;, C;,
et BB, = CC,; = d, puis la tangente commune aux demi-cercles

1 L’Enseignement mathématique, 1934, p. 73.
2 Journal de BourGET, 1878, . 854,
3 Mathesis, 1931, p. 187; Annales de la Société scientifique de Bruxelles, janvier 1935.
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(01), (O,) en A, en un point T. Tragons les cercles (v,), (w,) qui
- touchent la droite AT, le demi-cercle (O), de rayon R, puis
respectivement les demi-cercles (O,), (O,). Nous allons montrer
que les rayons p,, ps des cercles (v,), (0w,) sont égaux.

En prenant A comme pole d’inversion avec une puissance
égale, en valeur absolue, au produit AB . AC = 4bc, avec des

ycz

A

P

N i
| £

Fig. 1.

rayons vecteurs réciproques directement opposés, la droite AT
et le cercle (O) se conservent, toutefois avec échange pour
chacun d’eux de la partie située en dessus et de la partie située
en dessous de la droite BC. Les cercles de diamétres AC et AB
ont pour inverses respectivement les perpendiculaires Cz et By
4 la BC en B et C. Le demi-cercle (O), de rayon R, se transforme
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en un demi-cercle, situé en dessous de BC, dont les extrémités
B,, C, du diamétre situé sur BC, sont des points tels que

'AB .- AC 4 obe Lbe
C, } AC, 26 + d°’ R 2¢ + d 1)

Mais, quand on transforme un cercle de rayon R par inversion,
pour obtenir un cercle de rayon p, le rapport % est égal & celui

de la puissance d’inversion a celle du pole par rapport au premier
cercle. Appliquant cette remarque au calcul du rayon p du
cercle (w) de diametre B,Cy qui est le transformé du cercle (O),
de rayon R, dans I'inversion de pdle A et de module (AB - AC)
= 4bc, on a, en valeur absolue,

e _ 4 be o 4 be )
R R A02 (b+c+dP—(b—c? "
d’ou
o 4beR A (b A+ 4 d)be ’
P_(2b+d)(20—|—d)_(2b+d)(20+d)' (2)

Dans la méme inversion, les cercles (w,), (w,) deviennent des
cercles (o), (w;) tangents & la droite Az, symétrique de AT
par rapport au point A, puis tangents respectivement aux
droites By et Czx; les rayons de ces cercles valent donc p; = ¢,
0 = b.

En vertu de la remarque relative au rapport des rayons de deux
cercles inverses,

P1 91_‘ AB - AC & be 4 be
e T ALR BT B e T =7 (3)
P1 Aoy —p Aw, —¢ O, o,
Or,
0,0, = 060 — w0y = (p + ¢ — 00O (4)
— __ P
o)Oz—coA—l—AOz—ﬁ(b——-c)-I—c, (5)

car, eu égard a (1) et (2)

“A:<2b4f:d>'<%%>:%(b_c) ‘ (6)
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Introduisant la valeur (2) du rayon p dans I’égalité (4), il
vient, aprés réductions, '

—n  8BA(2R + d)
%hor =Grra@etrad’ 7)

et finalement

plzé[(2b+d)(2c+d)] | ©)

2b+ 2c+d

Si, au lieu du cercle (w;) on considére le cercle (w,), il suffit
d’intervertir les roles des demi-cercles (O,), (O,), c’est-a-dire de
permuter b et ¢, pour avoir p, = p,. Dans la configuration
d’ArRcHIMEDE (PropositioN V), si l'on remplace le demi-cercle (O),
décrit sur BC comme diamétre, par un demi-cercle concenirique
au premier, les demi-cercles (O,), (O,) décrits sur AC, AB comme
diamétres restant fixes, les rayons des cercles (»,), (w,) tangents
au dernter demi-cercle de centre O, d la perpendiculaire en A d BC,
puts respectivement aux demi-cercles (O,), (O,), sont égaux.

Remarques. — 1° Lorsque d = 0, on retrouve la formule
connue
be be

20 La relation (8) conduit aisément & la suivante

1 1 1 1 d

90, 20, 35 Fd Zord @bid@exa O
qui, pour d = 0, devient
1 1 1 1
= = =, 11
P1 P2 b+c (1)

30 Supposons que les demi-cercles (O,), (O,) ne se touchent
plus. Soient AC = 2b, BD = 2¢ leurs diamétres; A ’axe radical
de ces cercles; (O) le demi-cercle de rayon R = a + d concen-
trique au demi-cercle (O) de diameétre BC. Les rayons p,, p, des
cercles (0,), (w,) tangents a A, au demi-cercle (O), de rayon R,
puls tangents respectivement aux demi-cercles (0,), (O,), sont
égaux t.

1 Cette proposition a été énoncée, sans démonstration, par STEINER ((Euvres complétes,
t. I, p. 178). '
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Dans ce cas général, I’évaluation des rayons p;, p, au moyen de
Pinversion est assez laborieuse. Par un calcul direct simple, nous

avons obtenul
2a(a — b) (a — ¢

Pr = P2 ™ 94 1 d)(2a — b — ¢ (12)

+

L]
=y

2. — U et V étant les intersections des demi-cercles décrits
sur BO,, CO, comme diamétres avec les demi-cercles (O;), (O,),
les rayons des cercles inscrits aux triangles curvilignes ABU et
BCU sont égaux ainsi que les rayons des cercles inscrits aux
triangles  curvilignes ACV et CBV. Cette propriété que
M. M. d’OcacnNE supposait n’avoir peut-étre pas encore éte
remarquée, parait appartenir & CocHEz qui I’a obtenue au moyen
de l'inversion 2.

Conservons les notations utilisées jusqu’ici, puis considérons
les transformés M;, M, des points C et B par ’homothétie de
centre A et de module ® k. Au-dessus de BC, tracons les demi-
cercles (0;), (0.,) sur BM;, CM, comme diamétres, puis les
cercles (o), (w,) tangents au demi-cercle (O), & la droite AT = A
et respectivement aux demi-cercles (O,), (O,). Soient X, Y, Z,
et X,, Y,, Z, les contacts respectifs. Nous allons prouver que les
rayons des cercles (), (w,) sont égauzx.

Observons d’abord que la droite AT = A est I'axe radical des
cercles (0O,), (0.), puisque

|AM, - AB| = |k - AC-AB| = |AM, - AC] . (13)

De plus, le point X, étant I'un des centres de similitude des
cercles (O) et (Oy), la droite CX, rencontre le cercle (O;) au
point T, de contact de la tangente a ce cercle qui est perpen-
diculaire & BC. La droite AY; coupe le cercle (O;) au contact
de ce cercle avec la tangente perpendiculaire & BC, c¢’est-a-dire
au point Z,. Soient M, N les points de rencontre des droites CT,
BT avec les demi-cercles (O;), (0,); w la projection orthogonale
du point M sur BC.

1 Annales de la Société scientifique de Bruxelles, loc. cit.
2 Loc. cit.
3 Pour fixer les idées, nous supposons k& < 1.
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Transformons la figure par une inversion, de pole C, ayant
pour module, en valeur absolue, les produits égaux

CM:CT =CY,-CZ = CT,-CX, = Cu-CB . (14)

La droite TM = A, est la ti‘ansformée du demi-cercle (O) et
par conséquent cette droite est perpendiculaire & BC. Le cercle

Fig. 2.

(w,) se transforme en lui-méme, ce qui prouve qu’il ‘est inscrit
au trapeze mixtiligne déterminé par les demi-circonférences (O)
et (0;) et par les droites A et A;; son diamétre est donc égal a
TyZ, = 2 p,. Par analogie, le cercle (»,) est inscrit au trapéze
mixtiligne formé par les demi-circonférences (O) et (O,) et par




SUR LE TRANCHET D’ARCHIMEDE 355

les droites A et A,, A, étant la perpendiculaire & BG qui passe
par le point N; le diameétre du cercle (w,) est égal & TyZ, = 2p,.
Les diamétres des cercles (v,), (0,), égalant les distances des
sommets M, N du rectangle MTNE formé par les droites CT,
BT, O;N, O,M a sa diagonale TE, sont égauz, ce qui justifie
la proposition que nous avons énoncée.
Si I'on observe que

AO, = k-AC = 2kb, AO, = k-AB = 2ke,  (15)

les égalités
CA_CB (B a
Cew  GCM, CA + AM, b + ke’

b CA_ CA a
o1 A  CA—Cp a—(b+ ke’

conduisent a ’expression des ravons des cercles (w w
1/» 2/9

_bla—(b+ k)] b(b+ec—b—Fke) _ 1 — 1% = s
p o a 2 \

P1

. be , - , . .
Stoo — - désigne le rayon des cercles égaux inscrits aux

triangles mixtilignes ATB et ACT,

Pr_ P g g (19)
o o4

3. — Reprenons la figure envisagée par M. M. p’OcAGNE, ol
les demi-cercles (O;), (O,) sont décrits sur CO,, BO, comme
diametres et pour laquelle £ =1 :2. Cherchons les rayons
o1, ¢. des cercles (g,), (p,) inscrits aux triangles mixtilignes
AUP, APV.

Transformons la figure par une inversion (A, 4 be). Le demi-
cercle (O;), de diametre BO,, devient le demi-cercle de diamétre
CD, en dessous de BC, le point D étant tel que

|AO, - AD| = |AB - AC| = 4bc
d’ou

& be
b

AD =22 = 4¢ — 2AB . (20)
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Le demi-cercle (O,) et la droite AT se transforment en les
perpendiculaires By et Az & la droite BC, en dessous de cette
droite. Le cercle (¢;), inverse du cercle (p,), touche donc les
droites By, Az et le cercle (C;) dont le centre C; est au milieu
du segment rectiligne O,D; le rayon du cercle (¢,) est égal a c.

En vertu de la remarque relative au rapport des rayons de
deux cercles inverses, déja utilisée,

4 be
C1 <P1 — G 02

c

PL_|AB. AC
02 cP1

Mais

%(2b+4c)+c—b—|—3c,
(22)

€10y = €O, — CCy = €O, — 3 CD = 2b + c— (b+20) = b—c . (23)

’ 1 -
C1CP1=§CD+C=%(CA+AD)+ =

Deés lors,
Py 4 be _ 1 b
c b+ 8c))—(b—c) 2 b+e¢’
1 be 1 be : |
—= = —, — !
L= vt 2 25) |
|
i
et, permutant b et ¢, .
1 bC ’ ’ ’ t
§-7=P1292- | (25)

Si «,;, a, désignent les rayons des cercles inscrits aux triangles
mixtilignes ACT, ATB, «;, «, ceux des cercles inscrits aux
triangles mixtilignes CTP, BPT,

-, (26)

’ 1
oy = — = U, , al:i';-

oc1=ocg=2'oc;=2oc;=op;=2p;. . (27)

Les diameétres des cercles inscrits aux triangles mixtilignes CTP,
BPT, AUP, APV sont égaux aux rayons des cercles inscrits aux
triangles mixtilignes CTA, ATB.
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4. — Envisageons les cercles (B;), (B,), de rayons v, v,
inscrits aux triangles mixtilignes ACP, APB. Dans la méme
inversion (A, 4 be), le cercle (B,), par exemple, devient un cercle
(B:) tangent aux droites By, Az et au cercle (B,) de diameétre
BE = BC+2 AC = 2 (2b+c¢); le rayon du cercle (8;) est égal
ac. Des lors, on a

N Mi%:f _,fbc _— (28)
¢ OZBI BIBI _B102
Or,
31@::-%BE +e=2b+c+c=2(b+ ¢ (29)

B,B, = B,B — 0,B ::-%IHE——c = 2b4c—c=2b. (30)

Par suite,

Y1 b be b be be

¢ &[0 Feof—b 32b+c’ T+ asb’

puis, permutant b et ¢,

be be y
= = : 32
b+ 2¢ a+ e T2 (32)
Finalement, on déduit les relations remarquables
1 1 1 11 1 1
— = == 33
boe B v 1Y 133

B, v étant les rayons des cercles inscrits aux triangles curvi-
lignes ABU et BCU, ACV et CBV.

5. — En passant, M. M. p’Ocacne (loc. cit.), a rappelé 'expres-
sion

%m%—m—mﬂ:%ﬂb+@h~w—&];nm, (34)
de I’aire du triangle curviligne ABC qui a recu le nom de tranchet
&’ Archiméde. Elle est done égale a celle du cercle de diamétre AT.

i M. p’OcacGNE, loc. cit.
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Considérons la figure constituée par deux cercles guelcongues
(01), (Oy) que, pour fixer les idées, nous supposons extérieurs 'un
a l'autre. Leur ligne des centres 0,0, rencontre ces cercles
respectivement en des points A et C, D et B (A et D entre B et C).
Tragons les demi-cercles (O), (O’) sur BC, AD comme diamétres,
le premier en dessus, le second en dessous de BC. Soit A ’axe
radical des cercles (O,), (O,) qui coupe le demi-cercle (O) en
un point T, le demi-cercle (O’) en un point T".

-Fig. 3.

Les droites CT et AT’, BT et DT’ rencontrent les cercles (Oy),
(O,) aux contacts M, N de ces cercles avec leur tangente com-
mune extérieure et la figure MTNT’ est un rectangle. Si 1’on
pose

BC =2z, AC=2b, DB=2, CD=2 —b—c,
on obtient aisément

MN2 =TT = 4(a—b) (a—o) . | (35)

P
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L’aire S, intérieure au cercle (0), limitée par les demi-circon-
férences (0), (0,), (0,), (O) a pour expression

8= gla*—b"—c+ 2a—b— ¢ = m[a® + be—a(b + ¢)]

= (e —b) (@ —¢) = Tc(MTN>2: Tt(TQT')g : (36)

ro| 3

Lorsque les demi-cercles (O,), (O,) se touchent en A, Paire S
ainsi déterminée est celle du tranchet. Si les demi-cercles (0,),
(O,) ont des rayons égaux, la figure limitée par les quatre demi-
circonférences, considérée aussi par ARCHIMEDE 1, est connue
sous le nom de Salinon, ou feuille d’ache (7éAevov). Notre
formule (36) permet donc d’énoncer le théoréme suivant qui
généralise les Propositions IV et XIV du géometre grec:

Sur le diamétre BC d’un cercle (0), on marque deux points A
et D (entre B et C), puis on décrit les demi-cercles (01), (Oy), (0"
sur AG, DB, AD, comme diamétres, les deuz premiers en dessus,
le trotsiéme en dessous de BC. Soit A U'axe radical des cercles (O,),
(Oy) qui rencontre les demi-cercles (0), (O') en des points T, T'.
L’aire limitée par les demzi-circonférences (O), (0,), (O,), en dessus
de BC, et par la demi-circonférence (0'), en dessous de BC, est
équivalente a celle du cercle décrit sur TT' comme diamétre.

N.B. — Si les cercles (0O,), (O,) sont sécants, il y a lieu de
faire intervenir un sens a I’aire comprise entre les demi-circon-
férences, et la propriété subsiste.

1 Livre des heures.
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