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EQUATION DE LA CHALEUR 333

Effectuons la réduction :

(6) s’écrit maintenant px -+ qy = 0, Aot y' = p(z, y) = 5,,(%) ,

A

14 1 4 o
Il faut que " + T = 0, en posant ¥y = uz. On prendra
donc
- 2 + x.? + 2
y = u = log (u + V1 + w2) = log ¥ \/x Ty
L’équation (17) devient alors:
Ya % g
oy ox
On fait ensuite
' = logx
pour obtenir:
0’z 0z
oyt oo
8. — Quatriéme application. — Déterminer la relation qui doit
unir les constantes o et B dans 'équation
02 prd
2z L e (18)

Dyz_{—ocx—{ﬁy@

pour qu’on puisse ramener cette équation a celle de la chaleur.
Cette relation est 2a = B2.

Exemples:
2 1
t —— zy 2t + — =0
+xi2yp 0; +xiyp
III. — SurR UN PROBLEME D’ASYMPTOTIQUES.
9. — Lorsqu’on cherche les surfaces dont les lignes asympto-

tiques de I'un des systémes se projettent sur le plan des zy
sutvant les courbes (I') d’équation

¢z, y) = cte, (19)
on est conduit & ’équation

X(z) = g,r — 20,0,5 + oLt = 0 . (20)
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Les caractéristiques de cette équation du second ordre sont
précisément les courbes (I'). |

On peut se demander quelle est la forme la plus générale a
adopter pour la fonction ¢ (z, y) pour que I'équation (20) soit
réductible & I’équation de la chaleur par un changement de
variables.

Effectuons le changement de variables:
u:q)(x:y)7 V"_‘“‘p(x’-y)al (21)

¢ désignant pour le moment une fonction quelconque de z et y.
L’équation (20) est remplacée par 1’équation
2%z

(2 dy — @y )% + X (9= + X ()

2z
dyp T

0,
o9
X () désignant un symbole opératoire dont le sens est explicité
en (20).
En particulier si I'on prend pour ¢ une solution de I’équation
(20) cette équation s’écrit
%z 0z
5‘;}‘2 + ngL =0 ) (22)

avec:
§ = X (¢) _
(cpx "'I)y - ch ¢x)2

Nous exprimerons f en fonction de u et ¢ et nous écrirons que f
ne dépend pas de la variable ¢. Done

of

. of dx | df dy
g 0 ou dx f)+

L.
0 VEY
Or un calcul facile montre que:
Ty VI P

La condition précédente s’écrit donc

of o of
Pysg T Pady = 0, (23)
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Posons provisoirement

G(rc, y) = (quJy"—‘ CPy("Vx ’
et dérivons f successivement par rapport & x et & y. On a par

exemple

of _ 162y
ﬁ_ﬂJ%gmw 2%Xw]

L’équation (23) devient donc

D ra )) 'l 7
20, X(g) 0, — 20, X(g)0, = |0,~X(g) — ¢, —X(0)| 8. (23
y y B oY

La fonction 0 étant ainsi déterminée par I’équation du premier
ordre (23’) on devra ensuite choisir pour ¢ une solution commune
aux deux équations

\ \ (24)
8 Py P 290 Py by T Py = 0 '
10. — Un cas particulier important sera celut ou le coefficient
de O est nul dans le second membre de I'équation (23).
° X { ° X (o) = 0 25
Pygg @) T Ppg Xle) =0 (25)

Si I'on observe que

0

522 (e) = X{o) + 20, Y (o)

en posant, pour abréger, Y (z) = rt — s, on peut écrire (25)
sous la forme
oy X (o) — 9, X(g,) = 0. (25)

Léquation (25') est en particulier satisfaite si o, et ¢, sont des
solutions de ’'équation (20).

S’1l en est ainsi (23') se réduit a

cpyﬁx — cpxey = 0,
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- 0 est fonction de <p,’6 = — F (¢p) et le systéme (24) est maintenant

eyl — ¢q = Flo) , :
\ | \ (24")
cpy'r——2cplxcpys+<px = 0 . ,

La fonction ¢ qui doit vérifier les deux équations (24') doit
aussi vérifier celles qui se déduisent de la premiére par dérivation
successive par rapport & z et y;

Pyl — (P;cs + Py P — Puxq = Fo,,

Pys — Pt + PP — @q = Fo, ,

et la suivante qu’on déduit des précédentes par soustraction |
apres les avoir multipliées respectivement par o, et ¢, et, en |
tenant compte de la seconde équation (24'), o

(@ Puy — Py Pyy) P+ (0 @y — Py Py ¢ = 0 (26)

La premiére équation (24’) et 1’équation (26) nous donnent,
pour p et ¢, les valeurs suivantes:

F
p= X((CP)) (Py Pax — P Pay)
_Flo) (27) |
¢ ' i

Fmalement { pourra étre déterminée par I’équation aux
dlﬁerentlelles totales:"

— X (9 [(‘Py Poxac — % Py) A2 + (Py Puy — P Pyy) dy]

calcul facile montre qu’il en est effectivement ainsi si I’on prend |
pour F (¢) une constante (par exemple: 1). On retrouve ainsi '
Pimportant théoréme suivant dit & M. A. Buhl. i

On pourra toujours ramener U'équation (20) a Iéquation de la ;
chaleur par un changement de variables dans le cas ou Py €F @y ;
sont des solutions de cette équation. ;

La condition précédente parait assez restrlctlve mais il est | |
aisé de lui donner une plus grande généralité de la fagon suivante: %
¥

i
pourvu que la condition d’intégrabilité soit satisfaite. Or un !
!



1
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Supposons qu’il existe une fonction A(x, y) telle que

¢, = 2B, cpy:~—7\A,

A et B désignant des fonctions de x et y.
Alors I'équation (20) peut étre écrite

A?r + 2ABs + B2 = 0 (207)

et il résulte du raisonnement précédent que (20°) est réductible a
I’équation de la chaleur.

11. — Le cas ou ¢, et ¢, sont solutions de (20) n’est pas le cas
le plus général ou le coefficient de 0 est nul dans I’équation (23").
Pour cela 1l suffit que X (v), considéré comme fonction de
x et y, vérifie I'équation
d d o
donc X (¢) doit étre une fonction de o.
L’équation (23") se réduit encore a

Py Gx — @y Gy — M
d’ou 6(x, y) = — I (9). Le calcul se poursuit comme au para-
graphe précédent. En posant %{% = G (¢), on a

Pour que la détermination de la fonction { soit possible, il
faudra que la condition d’intégrabilité soit satisfaite, ce qui
nous conduit a

dG
dG
ou:
ac -
T (?) + 2GY (@) = 0 . (29)




¢
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Pour que (29) soit une équation différentielle entre G et o,
il faudra donc que Y (9) soit une fonction de ¢. En résumé,
on pourra aussi ramener I'équation (20) d I'équation de la chaleur
st la fonction ¢ veérifie les deux conditions: X (o) = fonction de o,
Y (9) = fonction de ¢. Le changement de variables d effectuer sera

u= g,y , ¢=1d(,y
Y étant donnée par I'équation auzx différentielles totales
Ay = G () [(2y Pux — Py Py) 4% + (9, Py — 0y @) ]
G () étant une fonction de @ vérifiant I'équation différentielle (29).
Remarque. — Constatons que dans ce cas, comme dans celul
du paragraphe précédent la fonction ¢ (2, y) qu’il faut adopter
est une fonction de %.
Yy

En effet la fonction ¢ doit vérifier I’équation (26) que I’on
peut écrire sous la forme

0 [Px P
_<_i°> . p— ﬁ(ﬁ) g =10. (26")
oy Py ox Py

Ce qui justifie la propriété énoncée.

12. — Le cas ot le coefficient de 6 est nul dans 1’équation (23")
peut étre traité de la fagon suivante.

L’équation  (25), ou l’équation équivalente (25'), est alors
vérifiée par la fonction ¢, et la fonction ¢ doit étre une solution
commune aux deux équations

¢oyP — 0,9 = F(o) ; (24)
(Py Pay — PPy P+ (04 Ppyy — Py Ppi)g = 0 . (26)

On sait que pour que le systeme de deux équations du premier

ordre .
Hz,y,z,p,9 =0, K,y,2,p,9 =0

soit compatible il faut que [H, K] = 0, ou, si les équations ne
contiennent pas z que (H, K) = 0, soit identiquement, soit en
tenant compte des équations elles-mémes.
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Si on applique cette régle au systéme formé par les deux
équations (24') et (26) on est conduit & la condition

X (o) p — X(og = X(o) F" . (30)

1o 1’6quation (30) sera vérifiée identiquement si les trois
conditions suivantes sont satisfaites (théoréme de M. Buhl):

X(g) =0, X(g) =0, Flg)=cte.

20 I’équation (30) sera une combinaison linéaire de (24') et
(26) si

¢y Py F (o)

Py Pxy ™ Px Pyy Py Pxx — Px Pxy 0 — 0 .
X (9y) X (9,) F'X(g) |

Si ’'on développe le déterminant du premier membre par
rapport aux éléments de la troisieme colonne, on trouve

ce que l'on peut écrire

o X (@)

ox

2 X (o)

— (P Py — P Py YT + QX(CP)Y(@)}F + X2(0) F' (o) =0 .

(Py chy — Py cpyy)

Silon suppose que X (¢) est une fonction de ¢: @ (o) et s1 I'on

pose giz)) = G () la condition précédente devient:
G 2Y(e) _
G = X(g

On retrouve le cas du paragraphe (11) ot Y (¢) et X (o) sont
Pun et autre des fonctions de . L’équation ci-dessus n’est autre
que 'équation (29) de (11).

13. — Les considérations précédentes conduisent & un grand
nombre d’applications intéressantes. On en trouvera quelques-
unes trés remarquables dans le mémoire de M. A. Buhl qui
contient le théoréme cité plus haut (« Sur les surfaces dont un
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systéme de lignes asymptotiqﬁes se projette suivant une famille

de courbes données, Bulletin de la Société Mathématique de

France, t. XXXI, 1903. Voir, dans le méme volume, d’intéres-

sants rapprochements dus & M. L. LEcornv.). Je ne donnerai ici
qu’un seul exemple. |

Cherchons comment il faudrait prendre la fonction X de z -

pour que la détermination des surfaces admettant pour asympto-

tiques les courbes: ¢(z, y) = u = a2y + X se raméne & l'inté-
gration de I’équation de la chaleur. On a:

o =Yy + X', Py = = X", =1, =0

Pyy
X(¢) = 2*X" — 2z(y + X') = 22X’ — 22X’ — 20y , Y(o) =1 .

CPxx <ny

Nous serons donc dans le cas du paragraphe (11) si X (¢) est
fonction de ¢, ce qui ne peut avoir lieu que si X (¢) = — 2o.
I1 faudra alors que |

v

22 X" — 22X’ —2X = 0 ,

equation d’Euler dont I'intégrale générale est

X = Gz + Cya? .

En définitive les courbes considérées sont les hyperboles:

Coz? + Gy + 2y = u . o

La fonction G () est alors donnée par I’équation

glvqﬂ{_c_lip:‘o ou G :i.
-G ¢ | ¢
On a ensuite

— y + C))dz + zdy

dy = Coz? 4+ Ciz + 2y

Le changement de variables & effectuer ici est donc

u = Cyz* 4 Gz + 2y , o:logczx +xC1+y.

On peut constater que la remarque du paragraphe (11)
" s’applique.
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14. — Envisageons maintenant le cas général ot dans (23')
le coefficient de 0 n’est pas nul. Nous devons pouvoir déterminer
une fonction ¢ (z, y) qui soit une solution commune de (23') et
de I'équation X (¢) = 0, 0 désignant dans (23") ¢, ¢, — @, 4y -

Si 'on remplace 0 par cette valeur, cette équation devient

o o 0 o, ]
23X (8] (20 — 2 2 + 9y |2y X(0) — ezt X1a)] | 4

- - 5,
+ [ 2X (o) (cnoy Pxx @x@xy) T P [(Pyick((‘j) o gox@_?/}\“p)J Hby =0

Nous écrirons cette équation
xy, + B, =0,

o et [ désignant les coefficients de ¢, et ¢, dans (31). Donc
b est une solution commune des deux équations

(obe By =0,

-

: 2 (32]
( Py Yax ™ 2P Py Yy + @by =0

Dérivons successivement la premiere équation (32) par rapport
azetay.Ona

O(q)ch -+ Bq)xy - —ch(px_- gx q)y ’

(33)
Uy + By = — o, by — By by -

Si lon tire ¢, et 4, de ces deux équations et si on les rem-
place par ces valeurs dans la seconde équation (32) on obtient,

apres quelques calculs, une nouvelle équation que doit vérifier UN
soit

(“‘Px + B‘Py)L Yy + <B°‘x Py + xoy ‘P%> by + (Bﬁx ch TPy, <P2x> by =0 .
(34)
On constatera facilement que

.+ Po, = 2X(g) .

Le coefficient de {,, dans (34) n’est donc pas nul en général
et cette relation ne peut étre identiquement satisfaite. I.’ensemble
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des équations (33) et (34) permet d’exprimer ¢, ¢, ¢, en
fonction linéaire de z, y, ¢, ¢, et comme la premiére relation (32)
permet d’exprimer ¢, en fonction de ¢, toutes les dérivées d’ordre
égal ou supérieur au second de la fonction ¢ s’expriment au
moyen de z, y, ¢,. La solution la plus générale du systéme (32).
dépend donc au plus de deux constantes arbitraires si toutes les
conditions d’intégrabilité sont vérifiées. Le calcul des deux condi-
tions d’intégrabilité (que l'on obtiendra en calculant ¢, et
$y,, de deux facons différentes) parait malaisé étant donnée la
complication des fonctions «, 3. Nous sommes donc dans I'impos-
sibilité de donner les conditions les plus générales que doit
remplir la fonction ¢ (z, y) pour que ’équation (20) puisse étre
ramenée 4 I’équation de la chaleur.

15. — Dans bien des cas I'application des résultats des para-
graphes (10) et (11) nous permettra de nous prononcer sur la
possibilité du probléme et d’effectuer la réduction. Sinon il nous
parait commode de procéder de la facon suivante.

On rameénera d’abord I’équation (20) a la forme (22) par le
changement de variables (21) ot ¢ n’est assujettie qu’a la seule
condition d’étre solution de (20). Or ceeci est toujours possible
car x et y sont des solutions de cette équation et il suffit de
conserver pour ¢ I'une de ces variables, par exemple z.

Dans ces conditions la valeur de f donnée par la formule

i Xl
(CPx q)y - pr q)x)z
s’écrit
f= X_(;P_) )
Py

de telle sorte que I’équation (22) aura la forme:

2%z 02 ,

st flz, u)5 =0 (22')
I1 est intéressant de constater qUe la fonction y définie impli-
citement en fonction de x et de u par la relation ¢(z,y) = u
est une solution de (22’). On peut le vérifier directement, mais

il est plus simple de constater que y est solution de (20).
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Nous avons vu au paragraphe (4) la condition que doit vérifier
la fonetion f(z, u) pour que I’équation (22') puisse étre ramenée
a celle de la chaleur.

(On se rendra un compte exact de la difficulté du probléme en
se placant dans le cas le plus simple, celui ou la fonction f(x, u)
se réduirait & une constante a. Il faudrait alors que la fonction
o (z, y) vérifie I’équation

¢'r — 2pgs + p*t—ag’ = 0

qul n’est pas intégrable par la méthode de Monge-Ampere.)
Ayant exprimé f en fonction de z et w nous calculerons ’expres-
sion
2

2f - fax + 20, — 31
N |

Selon qu’elle dépendra de u seul, ou bien a la fois de z et de u
la réduction a I’équation de la chaleur sera possible ou impossible.
Signalons en particulier les cas suivants ot la réduction est
possible. La fonction f(z, u) est: 1° une constante, ou 2° une

i U
fonction U de u seul, ou encore 3° de la forme =

16. — Application. — Considérons la famille de courbes (T
d’équation
y == ul(z)

ou u désigne un parametre variable. Posons

et cherchons ce que devient la fonction f(z, u) = X (o) du

(Py
paragraphe précédent. On peut écrire
B F’ 1 F’
@xm_yﬁz7 ch“F’ (Pyy:O7 Cny:_“ﬁa
2F/2 . F:FI/
P = Y — - F3 T
Done
X (CP) , l: 1 Y (2 F/i! . FF//) F/Q' 7 F”
:F“*,l—ﬁﬁ—ﬁ_— :_l_._
F* I 2y F} F F -
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D?O.l‘l i )

. ) ‘F//
f(x,u)z——u?—. : (35;

11 résulte de ce qﬁi pr'écéde que la condition nécessaire et
suffisante pour que les courbes # = cte soient des asymptothues
de la surface

& = §, y = uF (o) , z = z(u, 9

est que z soit une intégrale de 1’équation

9_2—% . ':E\I/ ?5_ . O
00t “F ou EE
I1 est intéressant de constater que x et y sont aussi des solutions
de cette équation.
- On montrera aisément que le second systéme d’asymptotiques

est donné par I’équation -

2 2
FE—Z—Zdu = 2<F’% == I DZ )‘d() :
ou ou ouoy

Revenons a (35) et po‘sons

o
F w2’
de telle sorte que
f(x , U) = . :
(z)
Pour que I’équation

222 @(x) du

puisse étre ramenée a celle de la chaleur il faut, d’aprés (6), que:
200" — w2 + 2kw = 0 .

L’intégrale générale de cette equatlon dlfferentlelle est donnée
par la quadrature.

dw
x = : .
V' w (ka? — 2k log ®)
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En particulier si k£ est nul on trouve

o (z) = (az + b)* .

On peut donc adopter pour I—;— I'une des deux formes simples

FII F// Cte
T — cte e B
F " F x*
B’ .
Premier cas. — — se réduit & une constante et alors [(z, u)

F
est une fonction de z seul. On peut sans diminuer la généralié

du probléme supposer cette constante égale a + 1. Donc
F" +F = 0 ;

T a 'une des deux formes suivantes

{ F = osina + B cosx
’ ‘ (37)
? F:cxex%-ﬁe_‘x-
- F” / h
Deuzxiéme cas. — T = li Alors: f(z, u) = ——Z— Il est
commode d’écrire la constante & sous la forme o (o -+ 1).
F est ainsi une solution de I’équation linéaire d’Euler
2F" — ala + 1)F = 0.
L’intégrale générale de cette équation est
Flz) = Az*t! + Ba™ . (38)

Done si 'on cherche les surfaces admettant pour I'un de leurs
systémes d’asymptotiques la famille de courbes:

Y = u (A:c"'+1 + Bz ™) ,

ou u désigne un parametre variable et A, B, « des constantes,

on est conduit & intégrer ’équation aux dérivées partielles du
second ordre

%% u 0z

s— ol + 1) 5= =0 (39)

0 z°0u

IL’Enseignement mathém., 33me année, 1934. 23
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que l'on sait ramener & 1’équation de la chaleur. On pourra
prendre pour équations paramétriques de 1'une de ces surfaces:

@ =g, y:u(Av“+1+Bof“); z2=12z(u, v,

z désignant une intégrale quelconque de 1’équation

2%z u 0z

On sait que toute solution de ‘l’éqﬁation de la chaleur est

¢ . d D .
remplacée par une autre par les opérateurs ba’ by Partant de 13
on pourra établir que toute solution de 1’équation (39') est

. ~ . d d
changée en une autre par les opérateurs u 520 V5o

Il importe de noter cependant que ce procédé ne fournit pas

nécessairement des solutions nouvelles. C’est ce qui arrive quand

on applique aux solutions particuliéres

zZ = uyp ,‘ z = up*tl |

11 serait possible de développer de nombreux exemples:

Signalons seulement les deux suivants

o La surface =9, y = uo**! z = wo—* admet pour
asymptotiques les courbes u = cte. Cette surface est une surface
réglée & plan directeur zoy et a directrice rectiligne. Le second
systéeme d’asymptotiques est donc constitué par les génératrices
rectilignes. « | |

En éliminant ¢ entre les trois équations de la surface on mon-
trera que les asymptotiques autres que les génératrices rectilignes
sont les intersections de cette surface par les paraboloides
équilateres

20 La surface

T =g, y = up”"", z = log

admet pour asymptotiques les courbes

u = cte , gyt — cte

|
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17. — Le probléme qui consiste a déterminer les surfaces
admettant pour P'un de leurs systémes d’asymptotiques une
famille de courbes données (par exemple par leurs projections
sur le plan zoy) se révele comme incontestablement difficile
puisqu’il conduit & intégrer des équations du second ordre du
type parabolique en général peu accessibles aux méthodes
classiques d’intégration.

D’abord envisagé par Biancur dans un cas particulier (celui
ou les courbes se projettent suivant des cercles concentriques)
ce probléme a été surtout approfondi par M. A. BuurL dans le
meémoire déja cité et dans les travaux suivants:

a) « Sur les équations linéaires aux dérivées partielles et la
théorie des groupes continus » (Journal de Math., 5™e série, t. 10,
1904, p. 85);

b) «Lignes asymptotiques et lignes de courbure » (Journal de
Math., 1929, p. 45);

¢) «Sur les surfaces dont les lignes asymptotiques se déter-
minent par quadratures » (Nouvelles Annales de Math., 4me série,
t. VIIIL, 1908; t. IX, 1909; t. X, 1910).

M. A. Buhl a étudié la question en se placant en général au
point de vue de la Théorie des Groupes. Mais il m’a semblé qu’en
s'en tenant & des méthodes plus élémentaires on pouvait déja
obtenir des résultats indéniablement intéressants chaque fois que
Uon saurait ramener I'équation du probléme a celle de la chaleur.

En effet, si 'on tient compte de la remarquable transformation
due & P. Appell ! qui change 1’équation de la chaleur en elle-
meéme et qui par conséquent remplace une solution de cette
équation par une autre solution de forme parfois trés différente,
si 'on se rappelle aussi que d’une intégrale de cette équation
dépendant de paramétres variables on peut en déduire de
nouvelles par des dérivations ou par des quadratures par rapport
a ces parametres, on verra qu’en ce qui concerne notre probléme
d’asymptotiques il est permis d’envisager un nombre trés étendu
de transformations susceptibles de remplacer une surface

1 P. AppELL, Sur I’équation » = ¢ et la théorie de la chaleur (Journal de Mathéma-
liques, 4™¢ série, t. 8, 1892, p. 187).
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admettant une famille d’asymptotiques dont on connait les
projections orthogonales sur un plan donné et par suite situées
sur certains cylindres droits donnés, par d’autres surfaces
admettant elles aussi une famille d’asymptothues situées sur
les mémes cylindres. .

Mais pour cela il faut pouvoir donner une réponse aux deux
questions essentielles qui suivent:

1o Dans quels cas peut-on ramener une équation parabolique
a celle de la chaleur par un changement de variables, et

20 Quel est, dans chaque cas, le changement de variables
convenable ? C’est ce que je me suis efforcé de faire ici.

Signalons encore qu’au point de vue de la formation de solu-
tions particuliéres de I’équation de la chaleur

o’z 0z
oy? oz’

il peut étre commode d’utiliser les développements en série
suivants, qui sont des solutions de cette équation:

’ y2 y4
Fla) + 5F (@) + 55 F" (@) + ... ,

y y® Yoo |

bly) + 1,¢"< ) + ;‘:m T

ou F, ®, ¢ sont des fonctlons arbitraires.

- Les séries ci-dessus peuvent ne pas étre convergentes, mais si
Pon prend pour les fonctions arbitraires des polyndmes, ces séries
se réduisent elles-mémes a4 des polynOmes. D’ou résulte la
possibilité d’obtenir une infinité de surfaces possédant un
- systéme d’asymptotiques connu (voir le mémoire de M. A. Buhl
cité en a) au paragraphe 17).
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