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LIGNES ASYMPTOTIQUES
ET EQUATION DE LA CHALEUR

PAR

René Guicue (Bouneville, - Haute-Savoie).

I. — SUR LES EQUATIONS DU TYPE PARABOLIQUE REDUCTIBLES
A L’EQUATION DE LA CHALEUR.

1. — Parmi les équations aux dérivées partielles du second
ordre du type parabolique il en est une dont Iimportance est
capitale car elle intervient dans de nombreux problemes Cest
I’équation dite de la chaleur |

it = p. (1)
Considérons d’abord une équation de la forme
r——27\8+)\Vz,t'—l—ap—.f-bq—l—cz-!—dzo,‘ (2)

ou A, a, b, ¢, d sont des fonctions des seules variables z et y.
On sait ! que par un premier changement de variables conve-
nablement choisi on peut ramener cette équation & la forme

t_l_f(x’y)p:() (3)

(je remets z et y & la place des nouvelles variables). Il me suffira |
donc de considérer des équations (2) déja mises sous la forme (3). |

Ceci étant admis, je vais examiner les possibilités de ramener
une équation (3) & I’équation (1) par un simple changement de
variables.

1 Voir GouRrsAT, Legons sur U'intégration des équations aux dérivées partielles du second
ordre, t. I, p. 152 ou DARBOUX, Legons sur la théorie des surfaces, t. I, p. 194.
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Un premier cas trés simple ou cela peut se faire est celui ou
la fonction f (z, y) ne dépend que de z seul, f (2, y) = X. On
constate sans difficulté qu’en conservant la variable y et en
remplacant la variable x par x’ tel que

dx
, . [ax 4
C: J x> (4)
I'équation
t+ Xp =20
s’écrit
o’z 0z
oy: da’

On a & effectuer un changement de variables de ce genre quand
on cherche les surfaces qui admettent un systéme d’asympto-
tiques situées sur des cylindres circulaires de méme axe oz.
En coordonnées cylindriques on est conduit & I’équation

223 03
—_— p— =
0 6* * or 0
qui s’écrit
0’z 0z
002 ou’
si 'on pose u = — log r.

Ce résultat est dit & Brancur. On pourrar consulter & ce sujet
un article de M. A. Bunt (Lignes asymptotiques et lignes de
courbure, Journal de Mathématiques, 1929, p. 59).

2. — Prenons maintenant le cas général ou la fonction f(z, y)
dépend & la fois de z et y et efforcons-nous de le ramener au
précédent.

Soient
=z, y) ., Y o=l y)

les équations qui définissent le changement de variables. On a
alors

03 0z 0% 03z
p = xxOx/ + V‘xoyr ’ q = kyhx/ l‘l‘y@ ’
WY 0z 2 02z 2%z 2 02z
s —_ e —_— 9 — _
l )\yy 0.','6, + {J’yy Oy, + )\y 0:12,2 + "‘7\y “‘y bx' Dy’ + yy byl2 "
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L’équation (3) devient

2 02z 22z 2 3%z . vz vz

)\yg‘a‘:,—z + QAyun -+ y«ygp + lyya’;, + Myyg‘y—, -+
| + 12 xbx + e, xby =0.

On veut que cette équation ait la forme:

02z 03z
\y’2 + le—x’

=0,
ou X; ne dépendra que de z’ seul.

Cecl exige d’abord que A, soit nul, ce qui entraine la dispa-
ration des premier, deuxiéme, quatriéme termes du premier
membre; A sera donc fonctlon de x seul, et en partlcuher on
pourra conserver la variable z.

L’équation s’écrit maintenant

?\2

'l

On fera disparaitre le terme en ob—yz, en prenant pour w(z, y)

. -
une solution de I’équation (3). Il faudra ensuite que —-f soit

y

fonction de la seule variable z, ce qui se traduit par

fo_ 1 | |

”_12,;- =Xz (5)
en désignant par X une fonction quelconque de z, ou

R ﬂ(é) — 0,

oy\uy)

ou encore |

La fonction y' = u (, y) doit donc vérifier les équations (3)
et (9’). En tenant compte de (3), (5') s’écrit

fyty + 2fp, = 0. IR (i




i |
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3. — On pourra ramener U'équation (3)

%z ) 0z

0y~ Y =0

d la forme de Iéquation classique de la chaleur chaque fois qu’on
pourra trouver une intégrale y' = p.(z,y) de Uéquation du pre-
mier ordre (6) qui soit en méme temps intégrale de Uéquation (3).
Le changement de variable y' = p (x, y) raméne 'équation (3) d
une équation de méme forme ou le coefficient de i;;; est fonction de

x seul. On procéde ensuite comme au paragraphe 1.

4. — De la considération simultanée des deux équations:
f 1
byy T fe =0, 5 =153
Hy B

nous allons déduire une conséquence intéressante. La seconde
donne

L’autre conduit a
3
)

by = — X

—~

—n
<
N

On obtiendra donc la fonction p par I’équation aux différen-
tielles totales

| =

dp. = (— X

o) W

(8%}

f,) de + @XP)dy .

—
~J
—

Ecrivons que la condition d’intégrabilité est vérifiée, soit
3 ) 1
r 9 ¢ 7 ? .
X = f) + 25 (Xf2) =0, (8)
ou encore:

2ffyy + 2P f — 3f;  ox
~2 . f;;‘*\w - = \ = fonct. de z seul . (8")
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En résumé pour que I'égquation (3) puisse éire ramende d équa-
tion de la chaleur, il faut que la fonction f (x,y) soit telle que
Pexpression
| 2ff,, + 2721, — 8f,
}CB

ne dépende que de la seule variable x.

La condition précédente peut étre mise sous une forme plus
remarquable si I’on observe, comme le montre un calcul facile,
que la condition d’intégrabilité (8) peut étre mise sous la forme

2 1 1

e (XF D) + 1 (XF) = 0. )

D’ou I’énoncé suivant:
On . saura ramener Véquation (3) & Uéquation de la chaleur

1
chaque fois qu’on connaiira une fonction X de x telle que Xf

soit Solutwn de Déquation (3).

II. — APPLICATIONS.

5. — Premiére application. — Comment fait-il choisir les
fonctions X et X, de x pour que I’'équation

t + (10)

X —U
Xy + X,)2P

soit réductible a I'équation t == p par un changement de vartables.?
L’équation (6 8’écrit ici:

p— (Xy + X)g=0.

Pour obtenir lintégrale de cette équation on est amené a
considérer ’équation différentielle linéaire

dy -
@+X9+X1—‘0
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