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la droite MM, est donc lintersection de ces deux plans: d’ou
les expressions des coordonnées de cette droite. En outre, on
obtient pour les sommets le lieu
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(c’est la surface déduite de la surface normopolaire en écrivant
que le point de coordonnées — 3z, — 3y, — 3z est sur la surface
normopolaire). Le lieu des sommets du tétraedre est ainsi la
courbe d’intersection de la quadrique
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et de la surface du quatriéeme degré:
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II. — LA GEOMETRIE DES QUADRUPLETS.

9. — Généralités. — Soit un tétraddre de référence AjA,AzA,.
Nous désignerons par A; I'aire de la face opposée au sommet A;
et par a;; la longueur de l'aréte joignant les sommets A; et A;.
V demgnera le volume du tétraedre.

L’équation d’un plan quelconque P en coordonnées bary-
centriques étant w,z; + usxy -+ Ugxy + ux, = 0, les coor-
données u; du plan seront les distances respectives de ce plan
aux sommets A, du tétraédre, sous 'unique condition que ces
coordonnées u; satisfassent & la relation fondamentale:

® = 9V? |

dans laquelle ® représente la forme quadratique suivante a

6 termes




306 - " EMILE TURRIERE

les @;; sont 6 coefficients, liés aux aires de faces par les quatre
relations: |

Aj - w12 + (751‘3 + wm ’
AZ - wzl + 0523 ,+ (7!524 ’
AZ:w31+w32+ws4’ |
Az = w41 + Gi42 + m4'3 ’

Wij = Djj .

Les distances n’intervenant dans la relation fondamentale que
par leurs différences mutuelles (ce qui exprime que la relation
reste invariante lorsque le plan P se déplace parallélement &
lui-méme) il y a intérét & introduire les 6 fonctions suivantes:

avec U, = — Uj;. Alors @ prend la forme
® = Zw,; US

ij “Fij
L’équation tangentielle du cercle & Uinfini est:
O =0 .

Les coordonnées barycentriques x; d’un point quelconque M
de I'espace et celles z; d’un second point quelconque M’ étant
‘supposées multlphees par deux facteurs non déterminés, nous
poserons:

’ ’
Z; .
1 d 1
Axi — ) - ’ ’ + ’ ,
1 + 2 + 3 + x4 xl + 2 3 + 4

Dans le cas particulier de coordonnées barycentriques absolues,
Zx; = Zx; = V, Pexpression précédente se réduit a

ou encore si les coordonnées absolues ont 6té réduites par division

par 'V, Zx = Xz; = 1, Pexpression précédente est Az, = z, — z;.




=
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En prenant, en tout cas, Pexpression générale de Az;, la
distance de deux points quelconques MM’ est donnée en coor-
données barycentriques par la formule & six termes:

2

MM = — Zaj,Ax . Az,

a

L’équation de la sphére circonscrite au tétraédre en résulte
immeédiatement:

2 .
Zaiiji . ij — 0 ;

les coefficients sont les carrés des longueurs des arétes du
tétraddre.

Si quatre masses (m,, my, ms, m,) sont respectivement placées
aux sommets du tétraedre de référence, le centre des masses I
a des coordonnées barycentriques proportionnelles aux quatre
nombres m,. Inversement tout point de l’espace peut étre
considéré comme étant centre de quatre masses placées aux
sommets A; et proportionnelles aux coordonnées barycentriques
du point.

Soit maintenant un plan quelconque P; ses coordonneées u;
sont supposées vérifier larelation fondamentale; elles représentent
dés lors les distances respectives du plan aux sommets du
tétraédre. En outre, la distance d’un point quelconque de
I’espace de coordonnées barycentriques proportionnelles & des
nombres x; est

Wy By & Uy T Uglly I Uy

Ty + 2y + X3 + 24

D =

Le moment d’inertie I par rapport au plan P du systeme
matériel constitué par les quatre masses m; placées aux sommets
A, du tétraédre est donc égal &

.
I = Emiui )

Si le plan P passe par le centre I' des masses,




306 EMILE TURRIERE
on peut écrire (avec la masse totale M)
MI = (m1 + my + my + m4) (mluf + mzu:.—{— m3u§ - m4ui)

— (myu; + Moy + mguy + m4u4)2

= X m;m; (u; — uj)2

Par Suite, pour un plan quelconque passant par I, I'expression
du moment d’inertie planaire I prend la forme:

2

10. — Détermination des axes de Uellipsoide central d’inertie du
quadruplet. — 1 est une fonction de deux variables quand le
plan P pivote autour du centre I'. Posons

f(u17 uza u’37 u4) = I + zc'zmlul—pzwaZ ;

et écrivons les quatre équations de maximum — minimum:

my(u, + o) + p(— Afu1 + @ Uy + Wu; + w14u4) = 0 . etc.

En ajoutant membre & membre ces quatre équations linéaires,
il vient Mo = 0; et, par suite, en général, le paramétre ¢ doit
étre pris égal & zéro. Le systéme des quatre équations linéaires
et homogénes, en u;

(% _ Af)bh T WyalUy + DUy + @WyeUy = 0,

conduit & I'équation suivante du troisiéme degré en p:

mq 2
— — Ly W1, @3 W4
P
m, 2
I 9y —= == Ky @ 53 (2PN
= 0 .
R mg 9
W3y W3y — — A W3,
%

V m, 2

W 41 @ g5 Wy F A,
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A chaque racine de cette équation correspond un systéme de
coordonnées (u;) d’un plan principal d’inertie au centre I'.
Comme les équations linéaires ne sont autres que les équations

1 o1 o
0 Oui ‘oui

b

en les ajoutant membre a membre, aprés multiplications res-
pectives par les u;, il vient

i o—0, o—o9v
P
et par suite

1
P =gy

L’équation cubique en p n’est autre, & un facteur prés affec-
tant 'inconnue, que I’équation aux moments d’inertie centraux
(moments planaires).

Le développement du déterminant du quatriéme ordre donne:

6.{0 e == 011 o% -+ 6{2 P — mymymymy = 0

) 2 .2 ,92 — 2 2
U\’O :2 I/nl (Az 4&3 AA4 — 2(7523 6624 (,')34 — A2 (7534 i A3 (’524

AZ Z)T532) )

o 2,2 2
2
Ry =D A"mm.m =m mi S‘Ai
LA T N R 1m2n3m4_1m_'
1

Mais les formules (avec les diédres ;)

Wi, = A1 Ay cos Gy, AjA,sin G = - Va,,

bo| W

transforment R et R, en les expressions suivantes:

\} 2 42 2 ’
R, :Z m oA AA (1 — cos?l;, — cos? 8y, — cos2 gy, —

2 cos Cy, €Os Ty, €OS §yy)

i
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I’expression trigonométrique entre parenthéses dans I’expression
de R n’est autre que le carré du sinus du triédre supplementa1re
du triedre A,. L’expressmn de ce sinus est:

ce qui réduit R, a la valeur

ﬂoz%M‘m.

Finalement l’équation aux moments planaires centraux d’inertie
du quadruplet est:
I = Mo

36V?2
M=

Y

w3 — w,0? + 0,0 — mymoamem, =0 ;
les coefficients «,, de I’équation cublque en o ayant pour
expressions:

2o, = > a2 M M
M2, = >, (5 M M

4m1m2m3m4
w, = 2 — .

La puissance du point I' par rapport & la spheére circonscrite
au tétraedre a pour expression

1 2
6‘) .
% = — E Qi MMy 5

ainsi le moment d’inertie polaire en I', égal & Mw,, a pour expres-
sion — M . .

Le moment d’inertie polaire du quadruplet au centre des masses T’
est égal au produit par la masse totale de la puissance, changée de
signe, du centre I' par rapport d la sphére circonscrite au tétraédre.

Cette proposition se déduit du reste de la remarque que le
moment d’inertie polaire au centre O de la sphére circonscrite
(de rayon R) est MR2. Au centre de gravité I' du systéme
matériel, le moment polaire prend donc la valeur M (R2 — OT'?).
eestadlre———M . * |




TETRAEDRE ET GEOMETRIE DES MASSES 309

Si, d’autre part, I (coordonnées A;) est le centre de la sphere
inscrite (rayon r) au tétraedre et si D, et Dy représentent res-
pectivement les distances du centre I et du centre des masses I'
au plan polaire du point I par rapport & la quadrique conjuguée

2

) E_ — 0 de centre I', les relations

3V = r.%A,, MD,=SA,,
V
rDl,—?M,
5V A
S b= 2
A

conduisent & d’intéressantes interprétations géométriques du
coefficient ;. }

Le coefficient w, est nul, lorsque I" est sur la sphére circonscrite
et réciproquement.

Le coeflicient w, est nul lorsque T" est sur la surface, du troi-
sieme degré d’équation

et réciproquement. Cette surface généralise le cercle circonscrit
au triangle: dans la transformation inverse (généralisant la
transformation isogonale du plan) elle est la transformée du
plan de I'infini. Elle est aussi la généralisation du cercle circons-
crit au triangle, sous le point de vue du théoréme des droites
de Simon-Wallace.

En résumé, les formules relatives aux trois moments centraux
d’inertie en I' sont:

I+ 1+ 19 ?a mym

=, DD

M(II" + TI'l" + 1"1) = 4dmymymym, >

m ?

T T —— N i

I T = 36 Vimymymgam, .
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11. — Application au tétraédre solide et homogéne. — La masse

totale du tétraedre étant M, nous prenons aux sommets quatre
masses égales:

la cinquiéme masse en G n’intervenant pas dans les calculs des
moments d’inertie centraux. Les formules relatives aux carrés
des rayons de gyration , o’ et o'’ sont: |

Il = Mo ,
’ 2
16 (0 + o' + ") = Z“ij ,
16 (oo’ + o'e0” + o"w) = ZA? ,
9
N/ AL V-]
oo o’ = 64\ .
12. — D’une maniére générale, les cosinus directeurs (3;) d’une

direction définie comme orthogonale & un plan donné (z;) sont
donnés par la formule:

s . 1 20
T RS
c¢’est-a-dire:
9V2 ® Si = ‘“‘A?ul + w12u2 + (7513u3 + (ﬁ14u4 .

Dans le cas actuel, d’un axe de symétrie de la quadrique
d’inertie de centre (m;), I’équation trouvée précédemment

ml 2 .
(?— 1) Uy + DUy + Wyiguy + @yuy = 0,

conduit a la formule

la condition X 3; = 0 qui exprime que (3;) sont des coordonnées
du point & linfini de 'axe est équivalente a celle, Emu; = 0
qui exprime que le plan pr1n01pal contient le centre de la qua-
drlque d’inertie.
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Tout plan donné peut étre considéré comme plan central d’inertie
pour un choix convenable du cenire I des quatre masses. A tout
plan donné, peut étre associé un point de ce plan, qui est le centre I
et dont les coordonnées seront défintes par les formules

0D
V étant arburaire.
Il en résulte:
Zmiu; = 0

et si les u; sont les distances aux sommets, il vient pour le moment
d’inertie central correspondant, I’expression suivante:

2

= >\mu; =240, 1=18V>.{

13. — Lieu du centre I' des masses associé a un plan se déplacant
parallélement a une direction donnée. — Prenons un plan de
coordonnées u; + A, A étant un parameétre variable. La direction
de la perpendiculaire (3;) a ce plan est invariable. Le lieu de T,
associé a ce plan variable, est défini par les équations

qui représentent une cubique gauche, circonscrite au tétraédre.
La cubique a pour points a I'infini le point de paramétre A infini,
de coordonnées o; et qui n’est autre que le point & I'infini dans
la direction perpendiculaire & ces plans. Les deux autres points
a I'infini de la cubique ont des paramétres définis par ’équation
du second degré:

4
s
Tt A '

1

De I'identité
81-_
w, + X\

Emiui = — 2
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il résulte que le plan A = 0, rencontre la cubique au point
8' . . S S . g Tee . .

I‘(miyz ui> qui lui est associé et aux deux points & I'infini qui
i | o

viennent d’étre mis en évidence.

Tout plan de la direction donnée renconire la cubique en le
point I' associé et en deux points & U'infini.

14. — Questions relatives aux axes centraux. — Les coordon-
nées pliickériennes de I’axe central d’inertie A, perpendiculaire
au plan (u;) au centre associé I' sont, & un facteur prés:

P12 = mgm, U, = m3m4(u3 - u4) .

Dans un téiraédre quelconque, un axe ceniral A peut-il passer par
le sommet A, ? | ’

Les conditions

Pz =0, Piz =0, P = 0
exigent que u, = uy; = u,. Le plan doit étre paralléle a la face
opposée et A coincide avec la hauteur A H,.

Un axe central A peut-il renconirer aréte A;A, ?

P12 = 0, U = Uy ,

le plan doit étre' paralléle a Uaréte A;A, et réciproquement.
Cas d’un plan paralléle a deux arétes opposées AA, et AA,.

Uy = Uy , U = Uy , P12 = 0, Pse = 0.

I’axe central d’inertie perpendiculaire & un tel plan, au
centre I' associé, est la perpendiculaire commune aux deux arétes
considérées. D’ou la construction géométrique du centre T,

La cubique gauche lieu des centres I' associés aux plans ayant
cette direction commune dégénére en une droite A.
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