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SUR LA FORMULE DE TAYLOR
PAR

Nicolas CiorixEscU (Bucarest).

1. — Soit f(x) un polynome de degré n. On a alors, d’apres
la formule de Tavlor
n f(p)(

flo — y) = jixp;z;%>, (L

p=0

Proposons-nous de trouver les fonctions f(r) qui jouissent

E. dune propriété analogue a celle exprimée par la formule (1),

¢’est-a-dire pour lesquelles on ait

n
flo =y = N i) 9, (2)
p=0
dans tout leur domaine d’existence, les f (z) et les ¢, (y) étant
des fonctions qui restent encore a déterminer.

Nous allons prendre cette propriété de décomposition de
f(x-+y) exprimée par la relation (2), comme propriété caractéris-
tique de la formule (1) de Taylor pour le polynome de degré n,
et chercher s’il existe des fonctions plus générales qui aient la
méme propriété, ou si les polynomes sont les seules fonctions

... pour lesquelles on peut avoir une telle relation.

2. — Si, dans la relation (2), nous faisons y = 0 et si nous

;t;-:..posons ¢,(0) = a,, on voit que

a) il n’est pas possible que tous les ¢, soient nuls, car alors

v.on aurait f(z) = 0;
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b) on a

flo) = Nayf,(2) (3)

par conséquent f(z) est une combinaison linéaire des fonctions
Jp(x). Pour trouver ces fonctions nous allons supposer qu’elles
ont des dérivées de n + 1 premiers ordres, et, & cause de la
relation (3), il résulte qu’il en est de méme de f(z).

Alors, on déduit en dérivant la relation (2) m fois par rapport
a x.

f(m) -+ > f(m) ( ) . (m =1,2, ..., n+1) (4

Les relations (2) et (4) constituent un systeme linéaire de n--2

équations avec n+1 inconnues: les fonctions ¢ (y).
Pour que ce systéme soit compatible, il faut que

o + ) fo ) W he)
Fe+ ) f (@) fo o fal)
ety LW f@ e =0 @
o : : |
D sy D) oy L e

ce qui veut dire qu’il existe des coefficients non tous nuls, tels
que les éléments de chaque colonne vérifient une méme relation
linéaire. Par conséquent on doit avoir des relations de la forme

suivante

A" Vi +y) + A +y) + ...
+ A @+ y) + AL fle+y) =0,

Af D (@) 4 A @) + . (6)
+ AL (@) + Ay fyle) =0,
(p = 0,1,2,...n)

Il en résulte que les coefficients A, sont des constantes. En
effet, d’apres la relation (3) f(x) doit vérifier la méme équation (6)
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que les fonctions f (z); mais d’aprés la premiére relation (6) on
f°  voit que cette équation est indépendente de I'argument de .

" Par conséquent, les fonctions fy(z), f1(2), ... .. f,(x) doivent
étre solutions d’une méme équation différentielle linéaire d’crdre
~ n41 et & coefficients constants. Cette condition nécessaire que
+  doivent satisfaire les fonctions f,(x), est aussi suffisante, car alors
= le systéme (2), (4) est compatible, quelque soit I’entier m.

. Siles f,(x) forment un systeme fondamental de I'équation
- différentielle dont il a été question, alors f(x) donné par (3) est
la solution la plus générale de cette équation; et comme les
fo(x) sont de la forme: z"¢™ (avec 0 =k = n, le nombre des
constantes r distinctes étant =< n), il en résulte que f(z) est une
combinaison linéaire de termes de cette forme.

Si au lieu de dériver la relation (2) par rapport & z, on la
dérive par rapport & y, on déduit de la méme manieére que les
fonctions ¢, (y) sont solutions de la méme équation différentielle,
car ’équation analogue a (6) qu’ils doivent vérifier est vérifiée
aussi par f.

3. — Supposons qu’on ait pris pour-les f, (z) un systéme
~ fondamental de solutions d’une certaine équation différentielle
.. linéaire d’ordre n+1, & coefficients constants. Alors, pour toute
solution de cette équation on a une formule d’addition de ’argu-
ment donnée par la relation (2).

Mais pour étre complet, il faut aussi déterminer les fonctions
¢p(y). Gela peut se faire sans aucune difficulté. Posons pour
simplifier I’écriture:

fh(o) = fo/% 5 f/(;m)m) == fm;{ ;

Alors du systéme

@) = N T 2, ) (m =10,1,2, ... n) (7)
p=0

on peut tirer les o (y), dans I’hypothése que le wronskien
AQ‘O, f1i, --- [,) des fonctions [p(x), qui par 'hypothése méme
faite sur ces fonctions n’est pas identiquement nul, ne s’annule

.
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pas pour x = 0. Soit A, == 0 sa valeur pour x = 0. On a alors:

}f(x) for foe fOn
CF@® fa he i

o0 (a) = | ¥
f(n) (x) fn‘l fnz fnn 1
(8)
foo T(@) fo fon
10 " f1‘> n :
Ao (2] — f f.(x) fy |

Nous avons dit que les ¢, (z) sont solutions de la méme équa-
tion que les f,(x). On doit par conséquent avoir

n

Pp (®) = 2 “phfk(x) . (9)

k=0

Nous saurons mettre les ¢, (z) sous cette forme toutes les fois
qu'on pourra exprimer les ™ (x), qui sont aussi solution de la
méme équation différentielle, a ’aide des fonctions f,(x).

Lorsque A, = 0, on peut considérer le systeme formé par les
équations (2) et les n premiéres équations du systeme (4) pour
une valeur x = z, qui n’annule pas A(f,, f;, ... [)-

En considérant les systémes (2), (7) comme un systeme de
n -+ 2 équations en ¢,(y), on a la formule (2) que vérifie f(x+y),
en formant I’éliminant de ce systéeme:

{ fle + ?/) fo(x) fl(z‘) fn(%) |
g f(@/) foo f01 f()n
f

"(y) fio fu f1n = 0 (10)
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-" qui généralise la formule de Taylor pour la classe de fonctions

& que nous avons déterminée.

n-+1
4. — Applications. a) Soit Péquation différentielle Z—xm% — 0,
dont un systéme fondamental est: f (z) = 2* (p =0, 1, ... n).
Dans ce cas A, = 11213!...n! et f;, = 0si ¢ == k. En appliquant
la formule (10) on retrouve la formule (1) de Taylor.
b) Considérons I’équation du second ordre: z" 4 z=0 qui
admet les solutions fondamentales cos z, sin z. Alors, on déduit

 de (10), que pour toute fonction de la forme:

flx) = Acosz + Bsinz ,
on a la relation:

flo +y) = fly) cosw + f'(y) sina (11)

qui contient comme cas particulier la formule d’addition du

- cosinus et du sinus.

Peut-étre qu’il n’est pas banal de montrer que les formules

' d’addition de ces fonctions appartiennent a la méme famille

que la formule de Taylor pour un polynome ! Par contre, pour
- la fonction f(x) = A cosx + B sin 2z, on ne peut pas avoir

une relation de la forme (11), car les fonctions cos x et sin 2x

. ne sont pas solutions de la méme équation linéaire & coefficients
i~ constants.

Sans insister d’avantage sur cette question, nous croyons
qu’il est intéressant de présenter aussi sous cet aspect la formule
classique de Taylor.
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