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SUR LA FORMULE DE TAYLOR

PAR

Nicolas Cioraxescu (Bucarest).

1. — Soit f(x) un polynome de degré n. On a alors, d'après
la formule de Taylor

Proposons-nous de trouver les fonctions f(x) qui jouissent
d'une propriété analogue à celle exprimée par la formule (1),
c'est-à-dire pour lesquelles on ait

dans tout leur domaine d'existence, les fp{x) et les fp(y) étant
des fonctions qui restent encore à déterminer.

Nous allons prendre cette propriété de décomposition de

ffa+y) exprimée par la relation (2), comme propriété caractéristique

de la formule (1) de Taylor pour le polynome de degré ?z,

et chercher s'il existe des fonctions plus générales qui aient la
même propriété, ou si les polynômes sont les seules fonctions
pour lesquelles on peut avoir une telle relation.

2. — Si, dans la relation (2), nous faisons y 0 et si nous
posons çpp(0) ap, on voit que

a) il n'est pas possible que tous les ap soient nuls, car alors
.on aurait f(x) ~ 0;

(1)

n

fA - y> y fpA)• ?p (y)
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b) on a
n

f(x) =yj%fv(x) ; (3)
0

par conséquent f(x) est une combinaison linéaire des fonctions
fp(x). Pour trouver ces fonctions nous allons supposer qu'elles
ont des dérivées de n + 1 premiers ordres, et, à cause de la
relation (3), il résulte qu'il en est de même de f(x).

Alors, on déduit en dérivant la relation (2) m fois par rapport
à x.

n
f(m) {x •+ y) 2 /^m) (x) • (y) • (m 1,2,..., n + 1) (4)

0

Les relations (2) et (4) constituent un système linéaire de n-\-2
équations avec /2-f 1 inconnues: les fonctions 9p(y).

Pour que ce système soit compatible, il faut que

f(x + y) h(x) ii (x) •• fn(xi

f {x + y) />) f[ {x) f'n)

f'U + y) />> ty*) •• f'n)

f{n+l)(x + y) C+1)(*') /[n+1)W •
Àn-'r 1

' ' ni

ce qui veut dire qu'il existe des coefficients non tous nuls, tels

que les éléments de chaque colonne vérifient une même relation
linéaire. Par conséquent on doit avoir des relations de la forme
suivante

/ A0f(n+l)(x +y)+ A./C'l.t + y)+
I + A nf'(x+ y) + An+l1(x + 0

/ A0£b + 1>(*) + AJ^te) + ••• (6)

J
+ Ajp(x) + An+lfp(x) 0

| (p0, 1, 2, n)

II en résulte que les coefficients Ak sont des constantes. En
effet, d'après la relation (3) f(x) doit vérifier la même équation (6)
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que les fonctions fp(x); mais d'après la première relation (6) on
voit que cette équation est indépendente de l'argument de /.

Par conséquent, les fonctions f0(x), /i(#), fn(x) doivent
être solutions d'une même équation différentielle linéaire d'ordre
n-\-1 et à coefficients constants. Cette condition nécessaire que
doivent satisfaire les fonctions fp{x), est aussi suffisante, car alors
le système (2), (4) est compatible, quelque soit l'entier m.

Si les fp(x) forment un système fondamental de l'équation
différentielle dont il a été question, alors f(x) donné par (3) est

la solution la plus générale de cette équation; et comme les

fp(x) sont de la forme: xherx (avec 0 ^ k n, le nombre des

constantes r distinctes étant ^ n), il en résulte que f(x) est une
combinaison linéaire de termes de cette forme.

Si au lieu de dériver la relation (2) par rapport à x% on la
dérive par rapport à y, on déduit de la même manière que les

fonctions cpp(y) sont solutions de la même équation différentielle,
car l'équation analogue à (6) qu'ils doivent vérifier est vérifiée
aussi par /.

3. — Supposons qu'on ait pris pour les fp(x) un système
fondamental de solutions d'une certaine équation différentielle
linéaire d'ordre ra + l, à coefficients constants. Alors, pour toute
solution de cette équation on a une formule d'addition de l'argument

donnée par la relation (2).
Mais pour être complet, il faut aussi déterminer les fonctions

typ(y). Cela peut se faire sans aucune difficulté. Posons pour
simplifier l'écriture:

4(0) =/0; /<r>(0)=/mfe.

Alors du système

n
f (V) ^ i fmp - typ im ~ ^5 C n) (7)

p 0

on peut tirer les 9p(y), dans l'hypothèse que le wronskien
^(/oî /1, • • • fn) des fonctions fp(x), qui par l'hypothèse même
faite sur ces fonctions n'est pas identiquement nul, ne s'annule
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pas pour x0. Soit A0 ^ 0 sa valeur pour 0. On a alors :

iiïoW

\<Pi

i f{x)
I

foi f02 • '' fOn

f'(x fn f12, ' ' ' fin

: /<") (x) fn~2 ' • ' fnn

/»0 m /o2 ' '' fOn

/io r (x) fl2 « • fin

\fnO f(n\x) fnl • ' ' fnn

etc.

(8)

Nous avons dit que les <pp(x) sont solutions de la même équation

que les fq(x). On doit par conséquent avoir

M) 2 apkfh(x)
k 0

(9)

Nous saurons mettre les <pp(#) sous cette forme toutes les fois

qu'on pourra exprimer les f^(x\ qui sont aussi solution de la
même équation différentielle, à l'aide des fonctions fk{x).

Lorsque A0 0, on peut considérer le système formé par les

équations (2) et- les n premières équations du système (4) pour
une valeur x x0 qui n'annule pas A(/0, f11 fn).

En considérant les systèmes (2), (7) comme un système de

71 + 2 équations en (pfe(y), on a la formule (2) que vérifie f(x-\-y),
en formant l'éliminant de ce système:

j f(x + y) foi*) h(x)
i

| f (y) /oo foi

I f(y) ho fn

• A» |

j

'' fOn
I

" ' fin (10)

fin)(y) fnO fni ' ' ' fnn
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qui généralise la formule de Taylor pour la classe de fonctions

que nous avons déterminée.

cln+i z
4. — Applications, a) Soit l'équation différentielle ^n+i 0,

dont un système fondamental est: fv(x) xv (p 0, 1, n).

Dans ce cas A0 1! 2! 3! ...n\ et fik 0 si i ^ k. En appliquant
la formule (10) on retrouve la formule (1) de Taylor.

b) Considérons l'équation du second ordre: t!' + % 0 qui
admet les solutions fondamentales cos x, sin x. Alors, on déduit
de (10), que pour toute fonction de la forme:

/ (x) A cos x + B sin x

on a la relation:

f(x + y) — f(y) cos a; + f (y) sin £ (11)

qui contient comme cas particulier la formule d'addition du
cosinus et du sinus.

Peut-être qu'il n'est pas banal de montrer que les formules
d'addition de ces fonctions appartiennent à la même famille
que la formule de Taylor pour un polynome Par contre, pour
la fonction f(x) A cos x + B sin 2x, on ne peut pas avoir
une relation de la forme (11), car les fonctions cos x et sin 2x
ne sont pas solutions de la même équation linéaire à coefficients
constants.

Sans insister d'avantage sur cette question, nous croyons
qu'il est intéressant de présenter aussi sous cet aspect la formule
classique de Taylor.
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