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SUR UN THEOREME DE COURNOT

PAR

D. MiriMaNOFF (Geneéve).

Introduction. — Dans le chapitre I1I de son livre « Exposition

de la théorie des chances et des probabilités » CournoT ! énonce
trois théoréemes, qu’il attribue & Jacques BErNouLLI. Le dernier,
et le plus important des trois, est le fameux théoréme de Bernoulli
généralise au XIXe siécle par Poisson et TcHEBYCHEFF; le
premier figure parmi les propositions auxiliaires a I’aide desquelles
Bernoulli a établi son grand théoreme; quant au second, il n’est
équivalent, si je ne me trompe, & aucun des théorémes donnés par
Bernoulli dans la quatriéme partie de son livre « Ars conjectandt ».
. Cournot I’énonce de la maniere suivante:
" «A mesure qu'on multiplie les épreuves, le nombre des répar-
titions possibles augmentant, la probabilité de chaque valeur,
pour le rapport du nombre des événements A a celui des événe-
ments B, va en diminuant, mais d’autant plus rapidement que le
rapport en question s’écarte plus du rapport entre les probabilités
~de A et de B, et d’autant plus lentement qu’il s’en rapproche
davantage. »

On voit que ce théoréme contient deux affirmations:

1. La probabilité en question est une fonction décroissante du
nombre des épreuves;

2. Cette probabilité décroit d’autant plus rapidement que le
rapport des fréquences de A et de B s’écarte davantage du rap-
port des probabilités de A et de B.

1 Courxor, Exposilion de la théorie des chances el des probabilités, Paris, 1843, p. d&.
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Je ne m’occuperai ici que de la premiére partie du théoréme
de Cournot.

I1 n’est pas difficile de la démontrer & I’aide de la formule de
STIRLING!. Mais je ne sais si 'on a jamais cherché a Pétablir
d’une manieére plus directe et plus naturelle. Je montrerai qu’elle
se déduit trés simplement d’un théoréme d’arithmétique, cer-
tainement connu, dont la démonstration est immédiate.

1. Un théoréme d’arithmétique.

Soient a et b deux nombres entiers premiers entre eux. Envisa-
geons les suites

1 2 a—1 .
' a Rk ()

1 S b —1
- — (2
1 2 a—‘;—_b——l (3
a + b’ a4+ b’ " a -+ b )

La suite (3) définit a + b — 2 intervalles. Je dis que chacun
de ces intervalles contient au sens étroit I'une des fractions (1)
ou (2) et une seule.

Démonstration. Rangeons I’ensemble des fractions (1) et (2)
par ordre de grandeur croissante. Nous obtiendrons une suite
nouvelle, que j’appellerai suite (4), qui contiendra a + b — 2
fractions toutes distinctes, puisque par hypothese a est premier
a b. Je dis que deux fractions de (4) qui se succédent sont toujours
séparées par une fraction (3).

En effet, lorsque les deux fractions du couple appartiennent
soit & (1), soit & (2), la propriété est évidente, puisque chacune

: 1 1 - 1 : :
des fractions —, — est supérieur & —— . Si, au contraire, 1'une
a’ b a+ b
8

des fractions du couple (‘3‘) fait partie de (1), et autre <3> de

(2), elles sont séparées par la médiante Z + P

A
o« + B @« oa+p B : -
e R Sl sont de signes contraires.

puisque les diffé-

rences

1 Cf. R. pE MoNTESsUs, Lecons élémentaires sur le Calcul des probabililés, Paris.
Gauthier-Villars, 1908. Comme me 1’a fait remarquer M. Samuel Dumas, les inégalités
initiales (n¢ 44 de I'ouvrage cité, p. 53, lignes 4 et 8), pourtant exactes, doivent étire
remplacées par des inégalités de sens contraire, si I’on veut arriver & la relation finale,
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~ Comme, d’autre part, le nombre des intervalles définis par (3)
' " est égal au nombre des fractions de (4), chacun de ces intervalles
contient une fraction de (4) et une seule. C. Q. F.D.

2. Démonstration de la premiére partie du théoréme 11 de Cournot.

Soient s le nombre des épreuves, p la probabilité de I'événe-
~ ment A, ¢ =1 —p celle de I'événement contraire B. On sait
] que la probabilité P (m, s) pour que I'événement A se réalise
 m fois au cours de s épreuves est donnée par la formule

‘ s !
P(m,s):m!(s >Ipmgsm )

Supposons, avec Cournot, que le rapport du nombre des événe-
ments A & celui des événements B ou bien, ce qui revient au

A m > .
“méme, que le rapport f = ot fréquence relative de A, demeure

constant, lorsqu’on multiplie les épreuves. Si % est la fraction

irréductible égale a 7;, le nombre m parcourt la suite croissante
~des multiples an de a et le nombre s la suite croissante des
multiples cn de ¢ (n = 1,2,3,..). Posons 1 —f =2 = ©—% ]
suffit de montrer que

Pla(n + 1), ¢(n + 1))
P (an, cn)

<1,
~quel que soit n.
Or, le premier membre de cette inégalité s’écrit

(en + 1) (en + 2) ... (en + ¢ p%q®
{an 4+ 1) (an + 2) ... (an + a) X (bn + 1) (bn + 2) ... (bn + b)

et comme 1

a b
’ a b e ﬁ é

1l suffit de montrer que le rapport

<n -+ %><n -+ %) . (n
<n + %><n + %) o (n+1) x <n + —2)

1 R. pE MonTESSUS, loc. cit., p. 53.
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L’Enseignement mathém., 32¢ année; 1933. 1
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est inférieur & 1 ou & fortiori que le produit

1 _
(n -+ ~><n -+ ~2> (n - ¢ 2) (5)
C [ 61 C
est inférieur a

<n 1 %)(n = 2) <n + “; 1) X (n + %—)(n + i) (n + L;i> .

Or le théoréme d’arithmétique s’applique non seulement aux
suites (1), (2), (3), mais encore aux suites

1 2
n—{—*a n+“7 n -+ ’ (1,)
a a a
1 2 b—1
e = . (927
n—l—b, n+ba + b ’ \2)
n —}—1 3 n +—% A E—j—é , (3")
c c c

puisque ¢ = a -+ b et que a et b sont premiers entre eux.

A chaque nombre n -+ —Z- de (3’), sauf le dernier n + 0——"0;4 , fai-
sons correspondre le nombre de (1’) ou de (2’) qui est situé dans
I'intervalle <n -+ %, n -+ : t !
respond alors un facteur plus grand de (6).

Donc (5) < (6) et la premiére partie du théoréme II de Cournot
est établie.

). A chaque fraction de (5) cor-

Quant a la deuxiéme partie du théoréme II de Cournot, je
n’ai pu la démontrer qu’en m’appuyant sur la formule somma-
toire d’Euler. Je ne sais §’il en existe une démonstration plus
simple et je me demande §’il serait possible de I’établir en partant
de considérations arithmétiques analogues & celles qui m’ont
permis de démontrer la premieére partie de ce théoréme.

Octobre 1933.
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