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350 W. MICHEL

représenté graphiquement par les courbes C (R = 16/15) et
C (R = 4/3) de la figure 8.

Dans le plan des w, les rayons vecteurs sont perpendiculaires
aux cercles concentriques. En vertu de la conformité de la
transformation (2), le faisceau d’hyperboles équilatéres (19),
forme avec le faisceau de courbes confocales de Cassini de
Péquation (22), un systéeme de trajectoires orthogonales.

IV. — LES POINTS FIXES DE LA TRANSFORMATION (2).

La transformation (2) peut encore étre envisagée d’un autre
point de vue. Nous la considérons maintenant comme une trans-
formation de figures dans le méme plan. Un point de la position
initiale z, occupera dans le méme plan, apres la transformation,
une position z’ identique, par rapport au systéme de coordonnées
de ce plan, a celle qu’occuperait son image, par rapport au systeme
de coordonnées dans le plan des w. Nous nous proposons de
déterminer quels sont les points dont la position ne varie pas.
Il est nécessaire que ’on ait:

EE A

L’équation (a) 2z* —z22—1 =0
doit étre satisfaite pour tout point fixe. Les quatre racines de (a)
sont

2 2
v T (0)
5+ 1 : 5—1
Cz——_“zl—— 2+ ) C;——Zzz—l,\/,\<02
Les deux points z = {;, z = {, sont les points fixes de la

transformation (2), car ils sont réels, et d’aprés ce qui précede,
nous savons que le segment de I’axe réel positif, compris entre
+ 1 et 4+ o, a pour image ’axe réel positif tout entier, et que
le segment de I’axe réel négatif, compris entre — 1 et — ©, a
pour image I’axe réel négatif tout entier également.

Les deux points z = {3, z = {,, situés sur ’axe 1maginaire,
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ne sont pas des points fixes; (2) transforme le demi plan supé-

rieur en demi plan inférieur et inversement. Les points de 'axe

imaginaire ne peuvent pas conserver leur position. Il est facile

de voir que pour z = {zona w = {yet pourz = {yonaw = (3.
Elevons la fonction (2) au carré

W — ) (2@)

Nous pouvons lui donner une autre forme en introduisant les
valeurs ¢y, &, {5, ;. Posons d’abord

(w — G (w — Ce) _ (z — Gz — C)
w—Cw—t) Y e =2t

Si ’on substitue & w? sa valeur tirée de ’équation (2a), on a

o

z

f(z) =

28]
o ol

Si nous donnons a I’égalité (2) la signification d’une trans-
formation de figure dans le plan des z, 1l faut poser w = Z et
nous avons

z)

L I e
+ta) 2 5+ 2

SRS

+ z) _

(20)

=

Afin que le déplacement des points du plan des z, de leur posi-
tion initiale & leur position finale, s’effectue de maniére continue,
nous introduisons une fonction continue du temps F (¢), telle que
Pon ait

(Z — z,)(Z + z,)
(4 — 25) (Z + z,)

(c)

Il s’agit de déterminer cette fonction. Nous la soumettons aux
conditions suivantes.

F(0) = 1, cette valeur correspond & la position initiale.

F(l) = -

t\'JIH (3=
~

; cette valeur correspond a la position finale.

Considérons un point fixe quelconque z, du plan des z. Les
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points mobiles passent par celui-ci avec une vitesse facile a
déterminer.

2 2
C__Z_Z_ (ZO —- z1) 0
dt 2z, (2 — ZQ) F(¢)
1 2
. : , : dz .
Faisons encore I’hypothése que la vitesse o dont sont animés

les points mobiles en z,, ne varie pas avec le temps. Il est néces-
saire et suffisant de poser

= logk ou F() = ck .

Nous avons

L’expression analytique du mouvement continu des points du
plan des z, de leur position initiale a leur position finale, est alors
Péquation

72— 7° 2\t g2
o (a) L 0 << (23)

prend une valeur déterminée. En posant Z = X + Yi I’équation
(23) devient

X2 Y3z
X2 —Y2—323

+ 2XY: 5= gy (M)t el (RR+ 1)z it
+ 2XY: :

[ R )
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L’équation de la trajectoire du point z est alors, en séparant
le réel de I'imaginaire:

Il

(X2 4+ Y2)? — (X2 — Y3 —1 . (3 + VE>‘
(X2 + Y22 — 22 (X2 —Y?) + 2

24/5 XY _ (
X+ Y — 22 (X2 — Y7 42\ 2

(24)

Nous avons la une courbe transcendante dont nous n’abor-
derons pas la discussion.

Reste & savoir s’il existe un systeme de courbes, qui est lui-

; 4

Z=X+YL

Fig. 9.

méme son image dans la transformation (2). Un tel systéme
existe en effet. Nous posons d’apres la fig. 9

z -+ 3 = rle?lz 23— 23 = 7'26?21 z - 2, == 7’36':31 3 — Z, = ’,46?41

Z + 3 = Rle‘pli L — z = Rze%i L+ z, = Rae%i /i

— Zs

|

i (I)4'i
R,e

353
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L’équation (24) devient

0

I
[ ] I\')] -

R;-R, AP Po—Pg—Pgpi

R;.R,

Ji T data—n—at Qe Db (5
- Ty

~
(%)

[N

Les valeurs absolues doivent étre égales, on a

R, R, z: Fy+7p
ii "R, _—';E' Ty )
Si un point z se déplace de telle sorte que I'on ait
g (e)
Ty« ly

son 1mage Z se déplacera sur une courbe, de telle sorte que I'on
aura

R,.R, S
e . IR = h/
D’apres la fig. 9 nous avons
71 = (r + z,)° + ¥° R; = (X 4 z)* + Y?
2 ) ) 5 } , (8)
A= le—n)tyt R= (N—g)f
r’;:(y+|zzl}2+aj Ryz_(Y‘Tizizi)zTXQ
2 _ L I 2 iR 2 2 R 7o !'2 N -2
ro=1{y !z_.z.; z R, =Y 2z, 1) + X
En introduisant les relations (g) dans I'équation (e), on a
. - ) f — K : . . Kzz: — zi
(CL - y) — % ﬁ r-—y") = 1 — K2 - (‘26,

Nous avons la de nouveau I’équation d’une courbe de Cassini
avec

(B

F— Kz V5. K
T 1 — K =TT =Ky

c® peut aussi étre négatif, dans ce cas, les foyers sont sur
Paxe des y. D’apres ’équation (e), K doit étre positif. Si K prend




rbes

de cou

omplétement le plan des z; I'équation

faisceau

les valeurs de O a l'infini, on a un

i qui couvre ¢

x -+ yi passe une cou

chaque point z

qu’en
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faisceau. Dans le tableau suivant, nous indiquons l’allure des
courbes correspondant aux différents intervalles que parcourt K.

Pour0 < K < 1 ona ¢E>0,9<c (Fig. 10: G, Gy)
Pour K =1 ona ¢=w,g=x® (Hyperbole C,)
Z2 I4 4
Pour 1 < K< — -2 ona ¢¢<0,9g>]c] (C,, G)
% ()
22
Pour K = — -3 ona ¢¢2<0,gq=]c| (Lemniscate C;)
Z2
2
Pour K > — 2 ona ¢<0,9<]ec]
z
2

En nous référant aux relations (f), (g), nous avons I’équation
de I'image de la courbe ‘

RyR, AR +ar s VHIX =+ Y
RI.R {(Y+ 52+ X H{(Y—|&]*+ X} 5

Si K varie dans I'intervalle 0;_‘ K < w, K’ varie dans le
méme intervalle; donc les images et les courbes originales font
partie du méme systéme de courbes.

En nous référant & (26), nous avons I’équation des images

—_ K'Zzz K“z‘:——z1
1 — K’2 (XQ —— Y2) = 1 — K’2 ° (27>

[

z

(X2 + YZ'}Z —9

I’équation de l’image de la courbe de parametre K du faisceau
initial s’obtient en faisant la substitution (f)

272—‘ 2 2
v a Ay KTy
3, — Kzz1 3, — K2z1

Nous avons ainsi déterminé un faisceau de courbes qui est
lui-méme son image. Il existe encore un deuxiéme faisceau de
courbes possédant cette propriété. De I'équation (25) on tire

(D1+(D2_(I)3’_(D4:<Pl+@2““‘?3“‘@4‘*’(2]“'*“1)7:- (k)
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Si un point z se déplace de telle sorte que l'on ait
¢+ ¢ — @3 — @y + 2k + 117 =9, ()
son image Z se déplace de telle sorte que I'on ait

®1+®2_®3_‘®4:@0° (777,)
On a done

”1-7'2"’3-"4005{@1"‘ 592_(93_'@4}
7'1.7’2.7'3.7’4511'1{(;)1—}— @2“‘?3_‘94}

= cotg o, , (n)

Rl.RQ.Rs.RJ‘COS{(Dl+®2—<I)3—CD4}

= cotg @, . (0)
R, . R,.R,.R,sin{® + @ — & —, |
Nous posons, d’apres la figure 9
r, sin o, =y r, SITL @y =3
ry Sin oy =y 4 |5 | sin gy =y — [ 2|
ry €COS © =x + 3 Iy COS @y = & — %
rs COS @y = X ry COS @ =2 (p)
R,sin &, =Y R, sin ®, =Y
Rysin @, =Y + |z, | Rysin @, =Y — | z, |
Rycos &, =X 4+ 2z Rycos D, =X — 3
R, cos &, = X R, cos ®, = X .
Nous en tirons I’équation
(2* + ¥*)? — (@ — y*) — 24/5 cotg gy =1 (29)

qui représente la courbe du point z, pour laquelle la somme des
phases (/) est constante.

L’équation de I'image pour laquelle la somme des phases (m)
est constante sera

(X2 4+ Y%)? — (X2 — Y?) — 24/5 cotg ¢, XY =1 . (30)

Nous arrivons ainsi au résultat remarquable suivant: il existe
méme des courbes dont I'image déterminée par la transformation
(2) n’est autre que la courbe elle-méme. Ce résultat peut aussi
étre déduit des équations (24). Formons le quotient de ces
équations, on a

(X2 4+ Y32 — (X2 — Y% — 2475 XY cotg{ ®o + (2k + '1)T-t}: 1.
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Dans sa position initiale t = 0, le point Z = z = z + yi est
sur la courbe

(22 + y?)? — (22 — y®) — 24/5 cotg ¢, zy = 1

qui est identique a la courbe déterminée par I'équation (29).
Dans la position finale ¢t = 1, le point Z = X + Y¢ est sur
la courbe

(X2 + Y22 — (X2 — Y2 — 24/5 cotg g, XY =1 .

Cette courbe est identique a celle donnée par I'équation (30).
Le point Z est alors dans sa position initiale et dans sa position
finale sur la méme courbe.

Si ¢, varie dans l'intervalle

ksSees (k+1) 5,
puis dans l'intervalle

=

(k+1)5< g Sk+2) 5,

les deux faisceaux de courbes sont symétriques, respectivement
par rapport a 'axe des X et & I’axe des Y. Les équations (29)
et (30) indiquent en outre que toutes les courbes passent par les
quatre points ;, C,, G5, G4, car elles sont indépendamment de

@, toujours satisfaites par
xr==4+2z,y=0 et x=0,y=-4]2].
Si cotg ¢, est positif, nous pouvons donner au systéme de

coordonnées une rotation égale a l'angle aigu positif «, déter-
minée par les équations

. /11 1
Slnoc:\/—-———

2 24/1 F 5 cotg¥o,

\/;,;1 1 1
CoS o = = 4 = .
2 24/1 + 5 cotg®o,

Dans le nouveau systéme de coordonnées (2, '), les équations
(29) et (30) deviennent

(2" + y*)? — V/1 + 5 cotg®q, (2 —y?) =1 . (31]
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Nous avons 14 de nouveau I’équation d’une courbe de Cassini.

En faisant varier ¢, nous avons un faisceau de courbes qui
couvrent tout le plan. A chaque point z = = + yu correspond,
d’aprés 'équation (29), une valeur de cotg ¢, ce qui revient a
dire qu’en chaque point du plan passe une courbe du faisceau.
Nous avons représenté, sur la figure 10, les courbes correspon-
dantes aux valeurs suivantes des parameétres: ¢, = 15°, 30°, 90°,
150°, 165°. Toutes ces courbes sont elles-mémes leur image.
Chaque point pris sur une de ces courbes va occuper un autre
point de la méme courbe, a I’exception des points ¢;, &, qui
restent immobiles. |

Les deux systémes de courbes de Cassini, des équations (26)
et (29), forment de nouveau un systéme de trajectoires ortho-
gonales. La preuve s’établit de la maniére suivante. Nous déter-
minons I'image du plan des z, dans un plan intermédiaire, au
moyen de la transformation

W — Re®i — 1o Ta St ==+ Q4 ei

rs . Iy
Or, au faisceau de courbes de Cassini de 'équation (26), pour
lesquelles
217.

,
2 — R = const.
7'3 . 7“4

correspond dans le plan des W, un faisceau de cercles concen-
triques, dont le centre est & 'origine; et au faisceau de courbes
de Gassini de I’équation (29), pour lesquelles

¢1 F P — @3 — @y + (2k + 1) = © = const.

correspond un faisceau de rayons vecteurs.

Les cercles et les rayons vecteurs du plan des W sont ortho-
gonaux; en vertu de la conformité de la transformation, les deux
faisceaux de courbes de Cassini forment également un systéme
de trajectoires orthogonales (fig. 10).
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