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SUR UNE FORMULE DE H. POINCARE
RELATIVE A LA THEORIE DES GROUPES DE S. LIE

PAR

Hans ScHwERDTFEGER (Bonn).

Dans le premier mémoire de PoincaArg [1] sur les groupes
continus, on trouve une formule d’une grande généralité, qui
est fondamentale pour les considérations de son travail et des
suivants [2]. La démonstration de cette formule, donnée par
Poincaré ne fait pas voir, qu’il s’agit au fond d’une relation
du calcul des matrices ou des substitutions linéaires. Cette
démonstration est reproduite dans un fascicule de M. A. Bunr
([3], §5)*, qui donne aussi les applications les plus importantes
de la formule & la Théorie des groupes. Nous allons démontrer
la formule dans toute sa généralité; Poincaré n’a pas traité en
détail quelques cas spéciaux, mais essentiels pour les applications.

Nous commencons avec quelques remarques trés simples sur
le calcul des matrices, qui, sans difficulté, conduisent & la formule
cherchée. Nous n’insistons pas sur les applications, que Poincaré
a données de cette formule; mais nous montrerons comment
elle relie les équations de la théorie de S. Lit et M. E. CARTAN
d’'une part, et les équations de Poincaré d’autre part. Nous
terminons avec quelques remarques sur un travail de M. F. Haus-
DORFF [4], qui peut remplacer certaines parties du mémoire de
Poincaré. |

Je remercie M. A. BunL qui a bien voulu m’engager a la compo-
sition de ce travail.

1 Nous nous rapportons & cette publication mieux accessible'que le travail de
Poincaré [1]. Voir I’analyse bibliographique dans la présente Revue, 32m=¢ année, 1933,
p. 284,
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1. — Notations et formules fondamentales. — Soit A = (a.p),
(¢, B = 1,..., n), une matrice, ¢’est-a-dire un carré de n* nombres
complexes, qui sont les coefficients d’une transformation linéaire
a n variables:

n

4

x”_ == EGNAY .’E-( .
y=1

En désignant par z la colonne des z,, on peut remplacer cette

équation par la suivante:
B = Az .

Ici, la matrice A est le symbole de la transformation linéaire.
Par la succession de deux transformations A et B (d’abord A,

et alors B):
2" = Ba' = BAz

on obtient une nouvelle transformation avec la matrice

n
BA = <Z by a-,g>

Lo

qui est le produit de A et B.
Si le déterminant |A|=s, d’une matrice A n’est pas nul,
on peut déterminer une matrice réciproque A~ telle que

AA = AlA = B

ou E = (34¢), 0us = 0, 81 a5~ B, 3,, = 1, est la matrice unité.
L’addition de deux matrices A, B est définie par

A+ B = (aag -+ bg‘?,) .

Cette opération est commutative et la multiplication est dis-
tributive avec I’addition; de plus, on a ¢cA = (¢ - ax5), S1 ¢ est un
nombre complexe.

Les définitions précédentes permettent de former la matrice
g(A), si g(z) est un polynome

R

g(z) = E%Zh ;
=

o

on a
g(*A) = CoE -+ ClA 4w T CkAka
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ol A est une matrice quelconque a n? coefficients. Il n’est pas
difficile de démontrer, qu’il y a toujours une matrice g(A), si

e o]

gla) = D e, 2

k=0
est une série entiere transcendante. On verra de plus qu’en général
I’équation

g(X) = A

a une solution X = [, (A), ou [, (z) est un polynome de degré < n.
Le polynome.

f) = [tE— Al =" —s5 - 4 L+ (— 1),

avec
n
5, = >\ ay (trace de A) .
=1
est le polynome caractéristique de la matrice A. On appelle

«racines de A » les n racines ¢,,..., {, de ce polynome.
On a

Soient z,,..., z,, les différentes des racines ¢, et n,,..., n,, leurs
multiplicités. On aura

m
fla) = 1] (s — )" .
j=1
Or si dans la transformation " = Az on remplace la colonne
x par z = P~y avec |P| 520, et 2’ par 2’ = P~ y’, on aura
y = PAP 1y .

La matrice PAP™! s’appelle une transformée de A. On voit
que
|{E — PAP™'| = |[{E — A]

pour toutes les transformations P. Le polynome caractéristique,
ses coeflicients sy et ses racines L, sont donc des invariants d’une
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matrice A. (Cest un théoréme bien connu (voir [5], p. 20) que,
pour toute matrice A, on peut déterminer une transformation P

telle que

4 0 0 ...0
: -1 _ | ..
\‘ P‘A'P - a31 CZ32 :3 L O
. 2L o
_"ni An2 3 n__

On déduit de la que g(Z,) sont les racines de g(A), si g(Q) est
une fonction entiére de la variable C.

Rappelons encore I'identité fondamentale de Cayley: Si f(Q)
est le polynome caractéristique de A, on a

flA) = (0) .

Cette formule est une conséquence de la remarque suivante,
facile & démontrer: Soit p () un polynome; la condition néces-
saire et suffisante pour que ’on ait p (A) = (0) est, que la matrice

p(7) CE — A

ait comme éléments des polynomes de la variable . Le polynome
f(€) remplit cette condition, car on a

ot = (55)

ou f45(C) sont des polynomes de degré < n — 1.

En tenant compte de l'identité de Cayley on conlut que pour
toute fonction holomorphe g(z) et pour chaque matrice A telle
que la série g(A) existe, on peut déterminer un polynome g, (z)
de degré < n —1, de telle maniére que

g(A) = g, (A) .

Le premier probléme sera de trouver ce polynome g, (z).

2. — Les fonctions des matrices. — Au polynome f(z) on peut,
d’aprés Frobenius [9], associer un systéme d’autres polynomes
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f;(z) de la maniére suivante: Sion ala décomposition en fractions

simples de la fonction rationnelle —1—, on peut obtenir aisément

/()

la représentation suivante

ot les A, (z) sont des polynomes du degré n; — 1. Les polynomes
associés a f(z) sont définis par

fi(z> = hi(z)————fii-— , (=1, .., m.

(z — 7)™

Les z; sont les racines différentes de 1’équation f(z) = 0. Ces
polynomes f;(z) satisfont aux relations

[ m
Efj(@ =1
j=1
(i =0 (mod(s—z") , (i), (1)

filz) =1 (mod (z — zj)"j) ,

| fia f(a) = 3 f;(z)  (modf(z))
d’ou !
fils) = b5 fila) = 0, ., fH70() =0 (2)

pour i, = 1,..., m.

Soit maintenant g (z) une fonction donnée. On cherche un
polynome g,(z) ayant les propriétés suivantes: Pour les m
racines z; on a les égalités:

1 Nous posons gt ) = (d" g(z)>
2
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Pour m = n, n; = 1le polynome cherché est celui de Lagrange,
et si m =1, n, = n, on obtient la formule de Taylor, dépourvue
du reste d’ordre n. En général on aura

m nj——i
g ld = ST S e (E) (5 —7) (3
7=1 y=0

(C’est une conséquence immédiate des formules (2). Générale-
ment, g, (z) n’est pas le polynome de moindre degré, qui répond
a la question posée. Mais ¢’est la une question supplémentaire,
que ’on peut négliger ici.

Or, soit g (z) une fonction entiere; la fonction

g(z) — g, (3)

aura les racines z; avec des multiplicités = n;; il existe donc
une fonction entiere 4 (z) telle que

glz) — g, (2) = fla) h(a) .

En vertu de l'identité de Cayley, on aura, pour chaque ma-
trice A, avec le polynome caractéristique f(z):

g(A) = g, (A) . (%)

On peut appliquer la formule (3) & la question suivante: Soit
g (z) encore une fonction entiere et A une matrice donnée. Déter-
miner une matrice X telle que

g(X) = A . (5)

Soit {(z) une branche de la fonction inverse de g(z), de facon
que, pour tous les points z d’une région A, on ait

g(l(z) = z .

Nous supposons que les racines z; de A sont des points inté-
rieurs & A. Si ’on pose

m 'ni—i
Wit =1 S L) — ),
j=1 '

v=0
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on aura avec

une solution de I’équation (5). On vérifie aisément, qu’ill y a
une fonction entiére h(z) telle que

gly(2) —z =1(a) - hiz) .

Particulierement le probléme de chercher une racine d’une
équation algébrique en matrices sera réduit a un probleme de
I’algébre ordinaire des équations numeériques.

Voici encore un autre exemple: Soit g(z) = €*; on aura

l(z) = lgz et si |[A] £ 0 :

m -
lgA =N lgz 0 (A) + S04 S EY agmy
=1 j=1 )=

On verra, qu’il est convenable de définir la matrice g(A) par
g, (A), si g(z) est une fonction analytique quelconque et si la
matrice A sufflit & certaines conditions, déterminées par la
fonction g (2).

3. — La maitrice résolvante. — On peut donner encore une
autre expression pour le polynome g, (z), sans la restriction que
g(z) soit une fonction entiere de la variable z. Soit g(z) une
fonction, holomofphe dans une région I' de connexion simple
du plan des z; les points z; sont supposés intérieurs a I'.

Considérons le polynome entz:

. m n7—1 (Z — z]')“
(PA(Z7 t) - Efj(z) 2 ' 1 (6)
j=1 v=0 (C — Zj)’
Un calcul facile montre que
m  h,(z)
(2, D€ —2) =1 —f&) D) —— (6")
Pl ’ ) % (€ — z;)"

1 C’est le polynome g, (z), formé pour la fonction g(z) =

— ; Poincaré ([31, p. 37)
fait un raisonnement semblable. N
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En remplacant la variable z par la matrice A on tire de (6')
I’équation
o, (A, HEE—A) = E
ou
CE—A)™ =09,(A, 0. (7)

D’autre part, en vertu de (6), on peut calculer I'intégrale

y
Q/LchA \.

le long d’un contour fermé, intérieur a I', enveloppant toutes
les racines z; de A. L’intégrale est égale a

¢’est-a-dire a
’ﬂy—

m
2 ZJ — 8 (z — zj)" = g, (3) .
i=1

v=_

On a donc pour chaque fonction g(z) holomorphe dans I' et
pour chaque matrice A, dont les racines z; sont intérieures & I':

g(A) = —,LfcpA 0 g(Q) dt . (8)
De 14 la relation (7) donne

glA) = = [ kB —A) gy ar (8"

C’est au fond, la formule que Poincaré emploie; on pourrait
Pappeler «formule de Cauchy» pour les fonctions des matrices A.
Si on écrit cette formule dans la forme primitive:

== [a,ls, D glraz, (9

on voit, qu’elle comprend beaucoup d’intégrales du type suivant:
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Soit, par exemple, A une matrice a deux lignes et deux colonnes;
on aura !, au lieu de (9):

. -
2r1 F—s,0 + s,

g (%) dt
ce qui est égal a

t-‘1 "8 (Zz) ":2 g (Zl)

2 Z-1_Z2

Des formules, équivalentes & (8’) sont démontrées aussi par
M. L. Fantaprif avec les méthodes de la Théorie des fonction-
nelles analytiques [6], qu’il a développée dans plusieurs grands
Mémoires [7].

On pourrait dire encore quelques mots sur la structure des
formules, que nous venons de développer; mais il suffit de citer
les travaux de G. FroBeEN1Us [8], [9], de M. J. WELLsTEIN [10],
de M. K. HenstL [13] et la note de M. U. WEGNER [14], sur
les matrices covariantes de Frobenius ; dans les notations
utilisées ici, ces matrices sont données par

A-:fj(A), G=1,..,m.

2
Aj_AJ
AN = AN = (0),  sii]
m
sj Aj — E .
=1

On déduit de (6) et (7), que ce sont les résidus de la résolvante
(CE — A)™ dans les poles z; de cette fonction-matrice de €.
Ils ont beaucoup d’autres propriétés intéressantes, mais acces-
soires pour les considérations suivantes.

4. — La formule de Poincaré. — Soient &y,..., &, les r sym-
boles de transformations infinitesimales, qui engendrent un
groupe G de Lie & r parametres essentiels. La transformation

1 Nous supposons m = 2.
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infinitésimale la plus générale du groupe est le «produit sca-
laire » 1:

CZ‘; = :1 t:‘Qj'r = t:v: .
Poincaré appelle 0(®) une fonction de G définie par

0(T) = (V) = V&

9

,
©Y = 2 b,,_gt,,,&’.g :
vy =1
avec r? constantes b,p.
L’opération 6 est linéaire dans ®. On peut itérer cette opération
6 un nombre quelconque de fois; cela conduit aux puissances 6%
de 0. Si Y est une opération infinitésimale du groupe G, on a

et

ou ¢, sont les constantes de structure du groupe G.
Soit

B, = B = (b.)

v 0

la « matrice de Killing » de 'opération V; si elle appartient a G,
sa matrice est de la forme

1 Ici, nous faisons usage des notations du calcul des matrices géneérales; on peut
multiplier une matrice { = ({4, ..., t,) a une ligne avec une matrice

[

4 une colonne; le produit sera la « matrice » tX A une ligne et une colonne. Le produit
Xt n’est pas employé ici; ce serait une matrice a » lignes et r colonnes.

L’Enseignement mathém., 32¢ année, 1933. 21
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ou
— 1 1 17
. C.o C.p
Gy = c;l c;.z c;r
¢, e
Cela posé, on aura?!
00B) =B =1L, 0B =BT, 0B = BT

et en général
0% (B) = 1BF .

Si g(z) est une fonction holomorphe dans une région I', con-

tenant les racines de I’équation de Killing:

IZE_BUI EfB(C) = 0 ’

on peut définir 'opération g(8) par
g(0) (6) = 1g(B)T .
Et en vertu de la formule (8') on a
~. 1 _ .
g(6) (B) = t<2”. [cE—B, 1g<z:>d:> T, W

(c)

la courbe C d’intégration étant un contour fermé, situé dans
la région I' et entourant toutes les racines de la matrice B,.
(Voir Bunw [3], Chap. 11, (26).)

En vérité, cette formule est plus générale que la formule de
Poincaré. Ici, 1l n’y a pas de restrictions sur la multiplicité des
racines de Killing; pour le cas des racines multiples, Poincaré
n’a donné que des indications incomplétes.

Dans son Mémoire [1], on trouve des applications de la for-
mule (10), dont quelques-unes sont reproduites dans le fascicule
de M. Buur [3]. Nous ne reprenons pas ici ces considérations,
mais nous allons les compléter par quelques remarques sur leur
liaison avec la théorie de Lie et M. E. Cartan.

1 Par exemple:
-

th: 2 tqbqﬁxlg .

u, g=1
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5. — Sur les relations enire les deux théories de Lie-Carian
et de Poincaré. — La formule (10) a un intérét double: elle a
conduit Poincaré & quelques résultats assez remarquables, dont
le plus essentiel est la résolution du probleme de Campbell.
Mais d’autre part, on peut dire que les formules des deux théories,
de Lie et M. Cartan [11] et de Poincaré sont liées par la for-
mule (10). Nous allons démontrer cette proposition en partant
des équations de Lie et Cartan; la formule (10) donnera les
équations correspondantes de la théorie de Poincaré.

Soient encore (t;,...,%,) =t les parametres canoniques?! du
groupe G, engendré par les opérations infinitésimales &, .

L’élément fini le plus général du groupe pourra étre représenté
par le symbole

etx .
Le groupe adjoint du groupe donné est ’ensemble des trans-

formations
8—1);{ et_}: el-x — et’x .

Cette équation exprime une relation linéaire entre les t, et f,,
qul sera représentée par
t = tePv 5
s1 B, est la matrice de Killing associée & Popération infinitési-
male V) = ¢&. La formule correspondante de Poincaré est

r 1 ’ -1 7 .
Y= t<.—‘2:i(={ ((E—By e d:) :
C

elle se déduit de la formule (10) en posant

Pour les coefficients des transformations infinitésimales d’un
des groupes paramétriques du groupe G, on a [11] 'expression
suivante

ePo — 1

(0f () = —5— (11)

v

1 Ces parametres sont caractérisés comme il suit: En parameétres t, canoniques, les

sous-groupes 4 un parametre sont additifs et donnés par des équations linéaires homo-
génes en t,. Ils sont définis & une substitution linéaire prés. (Voir [11], p. 16.)
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Ici, les ®®(¢) sont définis comme il suit: Soit e’* une opéra-
tion du groupe et ¢”* une opération voisine a la premiére;
on aura

e VX LU X . X

avec

r
(o.fvj — Z o)-{éE«, .
v=1

ou les w,(¢) sont des formes de Pfaff

(0) dv‘.’ ’

siv, = 0, + doy .
La formule de Poincaré correspondante & (11) peut étre écrite
dans la forme

o= (g [ EE B ) 1)
G '
ou w est la ligne (oq,..., »,). 1l faut poser dans (10):
gla) = ==

Enfin quelques remarques sur le probleme de Campbell. Dans
la théorie de Lie-Cartan, ce probléme est résolu, si on a intégré
les équations

wa(W> = wg_(V)' (12)

avec les conditions initiales
wa(0) = u. .

Les conditions d’intégrabilité sont les équations de Maurer-
Cartan (voir[11] ou[12]). En effet, les équations (12) ne dépendent
que des constantes c[, du groupe, car les coefficients des formes w,
sont déterminés par (11) ou (11') et les fonctions
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définies par les équations (12), donnent la régle de composition
de chaque groupe de Lie.

On peut donner les premiers termes des fonctions @u(u, ¢),
comme ’a montré M. G. HErGcLoTz en 19311, par une intégration
directe des équations (12). Ces équations peuvent étre mises sous

la forme condensée
w(w) L = wl)T ,

et la solution de cette équation symbolique sera

1

W=U +V+ (WY + 5 (U — VIEUY)) + LAY +
(13)
ou
U = ul , V=2, W= ot
Cela posé, on aura
euev = €W .

C’est au fond la méthode, que F. Scuur [15] a employée pour
démontrer le troisiéme théoréme fondamental de Lie. A I'égard
des résultats plus généraux de M. Hausdorff nous nous contentons
de ce résumeé.

La formule (13) résout donc le probléeme de Campbell. On
obtiendra la solution de Poincaré du méme probleme en appli-
quant la formule (10) au second membre de I’équation (13).

Au moyen de ces considérations, on peut mieux comprendre, il
nous semble, la méthode assez difficile de Poincaré.

6. — Les recherches de M. Hausdorff. — Les idées de Campbell
et de Poincaré sont encore généralisées et simplifiées par
M. F. Hausdorff [4] dans un travail presque inconnu de 1906.
Il résout le probleme suivant, plus général que le probleme de
Campbell: Soit § un systéeme de r symboles x,,...,z. ayant les
propriétés suivantes:

1o Il y a une addition commutative et associative: z, -+ zs.
- 2° On peut multiplier les z, avec des nombres réels o : px,
= Zyp.

1 Cours de Gottingue (inédit).




318 H. SCHWERDTFEGER

30 Il y a une multiplication associative et distributive avec
I’addition, mais, en général, on a

T3Xy F= La s o
4° Les symboles z, sont indépendants 'un de l’autre.

On pourra former 'anneau R(z,,..., z,) = R de tous les sym-
boles abstraits, qui sont définis comme polynomes et séries de

polynomes des x,. Alors, si x et y sont deux symboles du systéme §,
on voit que
e et €Y

sont deux symboles de ’anneau R. On cherche la fonction

z = z(x, y)

telle que

ez = exey .

Alors aussi z est un élément de 'anneau R.

Le théoréeme fondamental de M. Hausdorff dit que la fone-
tion z(x, y) est une série infinie, dont les termes sont des
fonctions de z, y, qu’on peut représenter au moyen de 'opé-
ration

(y) = zy — yx
(voir [4], théoréme B).
Cela posé, M. Hausdorff trouve par son calcul la formule

s= oyt oy bl —ylly) + .. (14

qui est identique a la relation (13).

Avec cette formule on a une démonstration du troisiéme
théoreme fondamental de S. Lie; la seule difficulté est encore
de prouver la convergence de la série (14). Au cas général des
symboles arbitraires, il n’y a pas de problemes de convergence.
Mais si les symboles xz, sont des transformations infinitésimales,
qui engendrent un groupe, il v a des relations entre eux, définies
par les relations structurales de Lie:

r
(@o ) = 2 Cas Ty

=1
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et les séries symboliques comprennent des séries numériques.
Les parameétres canoniques sont les variables dans ces séries, du

reste connues déja longtemps par les travaux de F. Scuur [15].
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