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SUR UNE FORMULE DE H. POINCARÉ

RELATIVE A LA THÉORIE DES GROUPES DE S. LIE

PAR

Hans SCHWERDTFEGER (BoiUl).

Dans le premier mémoire de Poingaré [1] sur les groupes
continus, on trouve une formule d'une grande généralité, qui
est fondamentale pour les considérations de son travail et des

suivants [2]. La démonstration de cette formule, donnée par
Poincaré ne fait pas voir, qu'il s'agit au fond d'une relation
du calcul des matrices ou des substitutions linéaires. Cette
démonstration est reproduite dans un fascicule de M. A. Buhl
([3], § 5)1, qui donne aussi les applications les plus importantes
de la formule à la Théorie des groupes. Nous allons démontrer
la formule dans toute sa généralité; Poincaré n'a pas traité en
détail quelques cas spéciaux, mais essentiels pour les applications.

Nous commençons avec quelques remarques très simples sur
le calcul des matrices, qui, sans difficulté, conduisent à la formule
cherchée. Nous n'insistons pas sur les applications, que Poincaré
a données de cette formule; mais nous montrerons comment
elle relie les équations de la théorie de S. Lie et M. E. Cartan
d'une part, et les équations de Poincaré d'autre part. Nous
terminons avec quelques remarques sur un travail de M. F. Haus-

dorff [4], qui peut remplacer certaines parties du mémoire de

Poincaré.
Je remercie M. A. Buhl qui a bien voulu m'engager à la composition

de ce travail.

i Nous nous rapportons à cette publication mieux accessible que le travail de
Poincaré [1]. Voir l'analyse bibliographique dans la présente Revue, 32me année, 1933,
p. 284.
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1. — Notations et formules fondamentales. — Soit A (ßaß),

(a, ß 1,..., ri), une matrice, c'est-à-dire un carré de n2 nombres

complexes, qui sont les coefficients d'une transformation linéaire
à n variables:

n

xrj 2 °"J'i x'i •

y 1

En désignant par x la colonne des xa, on peut remplacer cette
équation par la suivante:

x' Ax

Ici, la matrice A est le symbole de la transformation linéaire.
Par la succession de deux transformations A et B (d'abord A,
et alors B):

x" — Bx' BAx

on obtient une nouvelle transformation avec la matrice

(n2
qui est le produit de A et B.

Si le déterminant |A| sn d'une matrice A n'est pas nul,
on peut déterminer une matrice réciproque A-1 telle que

AA"1 A-1 A E

où E (Saß), Saß — 0, si a ß, Saa 1, est la matrice unité.
L'addition de deux matrices A, B est définie par

A + B {ürj/p -f- b'j/i)

Cette opération est commutative et la multiplication est
distributive avec l'addition; de plus, on a cA (c • aaß), si c est un
nombre complexe.

Les définitions précédentes permettent de former la matrice
g (A), si g(z) est un polynome

k

g{z) 2 ckzk ;

k 0

on a

g(A) c0E + cxA + + ckAk
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où A est une matrice quelconque à n2 coefficients. Il n'est pas
difficile de démontrer, qu'il y a toujours une matrice g(A), si

S(z) S chzh

est une série entière transcendante. On verra de plus qu'en général
l'équation

8 (X) A

a une solution X Za(A), où lA(z) est un polynome de degré < n.
Le polynome.

fd) |ÏE — A| — + + (— 1

avec
n

V aT, (trace de A)
Y 1

est le polynome caractéristique de la matrice A. On appelle
«racines de A» les n racines Çlv.., Kn de ce polynome.

On a
n n

•i 2<r, s» ^ IP
Ï=1 Y=1

Soient sm les différentes des racines Ça, et ?ilr.., ram leurs
multiplicités. On aura

mf(z)II (z — Zj)n3 •

Or si dans la transformation x' Ax on remplace la colonne

x par x — P~~{y avec jPj ^ 0, et x' par x' — Pon aura

y' PAP"1 y

La matrice PAP-1 s'appelle une transformée de A. On voit
que

| ÇE — PAP-11 |rE —A|

pour toutes les transformations P. Le polynome caractéristique,
ses coefficients sT et ses racines ÇT sont donc des invariants d'une
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matrice A. C'est un théorème bien connu (voir [5], p. 20) que,

pour toute matrice A, on peut déterminer une transformation P

telle que
r, o o o

'

PAP"1

'ni an2

On déduit de là que g(Ça) sont les racines de g (A), si g(Q est

une fonction entière de la variable Ç.

Rappelons encore l'identité fondamentale de Cayley : Si f (Q
est le polynome caractéristique de A, on a

/(A) - (0)

Cette formule est une conséquence de la remarque suivante,
facile à démontrer: Soit p(Q un polynome; la condition nécessaire

et suffisante pour que l'on ait p (A) (0) est, que la matrice

p(X)(ÏE—Ar1

ait comme éléments des polynômes de la variable Ç. Le polynome
/(Ç) remplit cette condition, car on a

LE — A)"1 AsL)
/L)

où /aß (Ç) sont des polynômes de degré < n — 1.

En tenant compte de l'identité de Cayley on conlut que pour
toute fonction holomorphe g(z) et pour chaque matrice A telle
que la série g (A) existe, on peut déterminer un polynome gA(z)
de degré < n — 1, de telle manière que

§ (A) gA(A)

Le premier problème sera de trouver ce polynome g^(z).

2. — Les jonctions des matrices. — Au polynome f(z) on peut,
d'après Frobenius [9], associer un système d'autres polynômes
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fj (z) de la manière suivante : Si on a la décomposition en fractions

simples de la fonction rationnelle ^, on peut obtenir aisément

la représentation suivante

JLy Va)
f ^ jti (z — Zj)ni

'

où les hj{z) sont des polynômes du degré rij — 1. Les polynômes
associés à f{z) sont définis par

/i(z) h(z)~'(Î 1 - m)
(z — z^

Les sont les racines différentes de l'équation f(z) — 0. Ces

polynômes /Jz) satisfont aux relations

I m

2/,-<*) =1
I

/ fj (z)0 (mod (z — z^i),li&]) (1)

]
fj [z) 1 (mod (z — Zj)ni)

I fi(z)fj(z) \jij(z) (mod / (z)

d'où 1

fjW 5ij ' fj(zi) 00 (2)

pour i, j — 1,m.
Soit maintenant g (z) une fonction donnée. On cherche un

polynome gA(z) ayant les propriétés suivantes: Pour les m
racines Zj on a les égalités :

ëJzi) 8(zd >

gA K) Sf(Zi) y

(rij—1) K~l)W s K) •

i Nous posons gk'Hzj) (^ ^
1 \ dz '' / Z—Zj
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Pour m n,ni 1 le polynome cherché est celui de Lagrange,
et si m 1, n, on obtient la formule de Taylor, dépourvue
du reste d'ordre n. En général on aura

m nj~i
Sa M 2 ^ S 71

g<,) ^ ~ U' (3)

J=1 f=0

C'est une conséquence immédiate des formules (2). Généralement,

gA(z) n'est pas le polynome de moindre degré, qui répond
à la question posée. Mais c'est là une question supplémentaire,
que l'on peut négliger ici.

Or, soit g (z) une fonction entière ; la fonction

g (z) — gA (z)

aura les racines Zj avec des multiplicités > ; il existe donc
une fonction entière h{z) telle que

g (z) — gA (z) f(z) h [z)

En vertu de l'identité de Cayley, on aura, pour chaque
matrice A, avec le polynome caractéristique f(z):

g (A) gjA) (4)

On peut appliquer la formule (3) à la question suivante: Soit
g(z) encore une fonction entière et A une matrice donnée. Déterminer

une matrice X telle que

g(X) A (5)

Soit l(z) une branche de la fonction inverse de g(z), de façon
que, pour tous les points z d'une région A, on ait

gm) z

Nous supposons que les racines zj de A sont des points
intérieurs à A. Si l'on pose

m nj-i
iJz) y 4M y 77*%) (z - Zjy,

3=1 v=0
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oïi aura avec
X lA(A)

une solution de l'équation (5). On vérifie aisément, qu'il y a

une fonction entière h(z) telle que

g(*AW) — z /W • M4 •

Particulièrement le problème de chercher une racine d'une
équation algébrique en matrices sera réduit à un problème de

l'algèbre ordinaire des équations numériques.
Voici encore un autre exemple: Soit g(z) ez\ on aura

l(z) lg z et si | A | 0 :

m m nj ~ *
\ v—1

lg A V \gzrf. (A) + V /.(A) V tnlL_ (A - ZjW
j=i j=î v=i

On verra, qu'il est convenable de définir la matrice g (A) par
gA(A), si g(z) est une fonction analytique quelconque et si la
matrice A suffit à certaines conditions, déterminées par la
fonction g (z).

3. — La matrice résolvante. — On peut donner encore une
autre expression pour le polynome gA(z), sans la restriction que
g(z) soit une fonction entière de la variable 2. Soit g(z) une
fonction, holomorphe dans une région F de connexion simple
du plan des z; les points Zj sont supposés intérieurs à T.

Considérons le polynome en1 z :

?A(*> Ï) S ~—ru+ï • (6)VjlzE"
n 01' zj)'

Un calcul facile montre que
m h-iz)

<PA(z Ç) {C — z) 1 — /(z)
5

m
(6,)

j=i (Ç — z,-) '

1
1 C'est le polynome pA(z), formé pour la fonction g(z) ~ r ^

; Poincaré ([31, p. 37)

fait un raisonnement semblable.
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En remplaçant la variable z par la matrice A on tire de (6')

l'équation
cpA(Â, # (ÇE — A) E

OU

(rE —A)"1 9a(A, K)

D'autre part, en vertu de (6), on peut calculer l'intégrale

èlfvj*'•>!!«)«
le long d'un contour fermé, intérieur à T, enveloppant toutes
les racines de A. L'intégrale est égale à

(zp v 0 u 3

c'est-à-dire à

-î
1

S^ E 77 g{z3]{z~ ziy W
1 1 v 0

On a donc pour chaque fonction g(z) holomorphe dans F et

pour chaque matrice A, dont les racines zj sont intérieures à Fl

S(A) gj.A)cpA(A Ç) g(Ç) rfÇ (8)

De là la relation (7) donne

g (A) =2 Vif(ÏB_ A)_1 g(C) Ç ' (8'>

C'est au fond, la formule que Poincaré emploie; on pourrait
l'appeler «formule de Cauchy)) pour les fonctions des matrices A.

Si on écrit cette formule dans la forme primitive:

«aW 2Tif^Z' (9)

on voit, qu'elle comprend beaucoup d'intégrales du type suivant :
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Soit, par exemple, A une matrice à deux lignes et deux colonnes;
on aura x, au lieu de (9) :

m
ce qui est égal à

g(n)-g(yr |
•*(£,) — £, g (El)

Y Y Y Y
^1 -2 ^1 -2

Des formules, équivalentes à (8') sont démontrées aussi par
M. L. Fantappié avec les méthodes de la Théorie des fonctionnelles

analytiques [6], qu'il a développée dans plusieurs grands
Mémoires [7].

On pourrait dire encore quelques mots sur la structure des

formules, que nous venons de développer; mais il suffit de citer
les travaux de G. Frobenius [8], [9], de M. J. Wellstein [10],
de M. K. Hensel [13] et la note de M. U. Wegner [14], sur
les matrices covariantes de Frobenius ; dans les notations
utilisées ici, ces matrices sont données par

A,- /,-(A) (/ l, m)

D'après (1) leurs propriétés essentielles sont

j — A^A— (0) si i ^ /

m

S As E •

3 1

On déduit de (6) et (7), que ce sont les résidus de la résolvante
(ÇE—A)"1 dans les pôles Zj de cette fonction-matrice de Ç.

Ils ont beaucoup d'autres propriétés intéressantes, mais accessoires

pour les considérations suivantes.

4. — La formule de Poincaré. — Soient S£r les r
symboles de transformations infinitesimales, qui engendrent un
groupe G de Lie à r paramètres essentiels. La transformation

i Nous supposons m — 2.
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infinitésimale la plus générale du groupe est le « produit
scalaire »1 :

r
% V uSt, tx

Y ~ 1

Poincaré appelle 0(©) une fonction de © définie par

r
0(©) (V©) V© — 2

«,p«i

avec r2 constantes èap.

L'opération 0 est linéaire dans On peut itérer cette opération
0 un nombre quelconque de fois ; cela conduit aux puissances 0fe

de 0. Si V est une opération infinitésimale du groupe G, on a

V v3ù

et
r

Kï2 crP PT

ï=l

où sont les constantes de structure du groupe G.

Soit

B„ B (M

la « matrice de Killing » de l'opération V; si elle appartient à G,

sa matrice est de la forme

S, S
ï-1

i Ici, nous faisons usage des notations du calcul des matrices générales; on peut
multiplier une matrice t (t1} tr) à une ligne avec une matrice

-El
à une colonne; le produit sera la « matrice » tX à une ligne et une colonne. Le produitXt n'est pas employé ici; ce serait une matrice à r lignes et r colonnes.

L'Enseignement mathém., 32° année, 1933. 21
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OU

Cv C.,0

Cela posé, on aura 1

00(6) © f^ï

et en général

)(©) ÉB.T 02f5) *B2é£

0ft{©) t Bk&

Si g (z) est une fonction holomorphe dans une région T,
contenant les racines de l'équation de Killing:

I — B„ /bW 0

on peut définir l'opération g (6) par

g (6) (©) «g(B)a:.

Et en vertu de la formule (8') on a

*(6) («) t^±-. f (çe - bb)-1 i (10)

la courbe C d'intégration étant un contour fermé, situé dans
la région T et entourant toutes les racines de la matrice Bv.

(Voir Buhl [3], Chap. II, (26).)
En vérité, cette formule est plus générale que la formule de

Poincaré. Ici, il n'y a pas de restrictions sur la multiplicité des

racines de Killing; pour le cas des racines multiples, Poincaré
n'a donné que des indications incomplètes.

Dans son Mémoire [1], on trouve des applications de la
formule (10), dont quelques-unes sont reproduites dans le fascicule
de M. Buhl [3]. Nous ne reprenons pas ici ces considérations,
mais nous allons les compléter par quelques remarques sur leur
liaison avec la théorie de Lie et M. E. Cartan.

i Par exemple:

BX= 2
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r 5. — Sur les relations entre les deux théories de Lie-Cartan
[ et de Poincaré. — La formule (10) a un intérêt double: elle a

| conduit Poincaré à quelques résultats assez remarquables, dont
i le plus essentiel est la résolution du problème de Campbell.

Mais d'autre part, on peut dire que les formules des deux théories,
de Lie et M. Cartan [11] et de Poincaré sont liées par la for-
mule (10). Nous allons démontrer cette proposition en partant

1 des équations de Lie et Cartan; la formule (10) donnera les

équations correspondantes de la théorie de Poincaré.
Soient encore (iq,..., £r) £ les paramètres canoniques1 du

groupe G, engendré par les opérations infinitésimales 3Ca.

L'élément fini le plus général du groupe pourra être représenté
par le symbole

Le groupe adjoint du groupe donné est l'ensemble des
transformations

e~vX etJC evX __ et- X
^

Cette équation exprime une relation linéaire entre les t* et trj,
i qui sera représentée par

t' teBv

si est la matrice de Killing associée à l'opération infinitésimale

V v3£. La formule correspondante de Poincaré est

elle se déduit de la formule (10) en posant

e*

Pour les coefficients des transformations infinitésimales d'un
I des groupes paramétriques du groupe G, on a [11] l'expression

suivante

i (*>») "t"'1- V)
t v

;
1 Ces paramètres sont caractérisés comme il suit: En paramètres tfJ canoniques, les

[ sous-groupes à un paramètre sont additifs et donnés par des équations linéaires homo-
; gènes en trj. Ils sont définis à une substitution linéaire près. (Voir [11], p. 16.)
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Ici, les co^(e) sont définis comme il suit: Soit evX une opération

du groupe et ev'x une opération voisine à la première;
on aura

e~vX • ev' % eXta

avec
r

mx 2
y — l

où les coa(e) sont des formes de Pfafï

r
Wa Wa (p) 2 C0I M >

V 1

si + dva
La formule de Poincaré correspondante à (11) peut être écrite

dans la forme

où co est la ligne (cox,..., cor). Il faut poser dans (10):

Enfin quelques remarques sur le problème de Campbell. Dans
la théorie de Lie-Cartan, ce problème est résolu, si on a intégré
les équations

WaM Wa (12)

avec les conditions initiales

Wo. (0) Ma

Les conditions d'intégrabilité sont les équations de Maurer-
Cartan (voir [11] ou [12]). En effet, les équations (12) ne dépendent

que des constantes du groupe, car les coefficients des formes coa

sont déterminés par (11) ou (11') et les fonctions

Wa cp*(m, e)
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définies par les équations (12), donnent la règle de composition
de chaque groupe de Lie.

On peut donner les premiers termes des fonctions <pa(^, v)j
comme l'a montré M. G. Herglotz en 19311, par une intégration
directe des équations (12). Ces équations peuvent être mises sous

la forme condensée
w (w) SE w (ç) SE

et la solution de cette équation symbolique sera

w ai + v + ~ (ai v) +^ ctai - V] <ai + V ((ai (ai +
(13)

OÙ

Ltl uSE V vSE ÎV W SE

Cela posé, on aura

C'est au fond la méthode, que F. Schur [15] a employée pour
démontrer le troisième théorème fondamental de Lie. A fégard
des résultats plus généraux de M. Hausdorfï nous nous contentons
de ce résumé.

La formule (13) résout donc le problème de Campbell. On

obtiendra la solution de Poincaré du même problème en
appliquant la formule (10) au second membre de l'équation (13).

Au moyen de ces considérations, on peut mieux comprendre, il
nous semble, la méthode assez difficile de Poincaré.

6. — Les recherches de M. Hausdorff. — Les idées de Campbell
et de Poincaré sont encore généralisées et simplifiées par
M. F. Hausdorfï [4] dans un travail presque inconnu de 1906.

Il résout le problème suivant, plus général que le problème de

Campbell: Soit S un système de r symboles %,...,ay ayant les

propriétés suivantes:

1° Il y a une addition commutative et associative: xa + Xß.
2° On peut multiplier les xa avec des nombres réels p :

xa p.

1 Cours de G-öttingue (inédit)
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3° Il y a une multiplication associative et distributive avec
l'addition, mais, en général, on a

X'i Xrj. çé Xrj. X'i

4° Les symboles sont indépendants l'un de l'autre.

On pourra former l'anneau R(x1,..., xn) R de tous les
symboles abstraits, qui sont définis comme polynômes et séries de

polynômes des #a. Alors, si x et y sont deux symboles du système S,

on voit que
ex et ey

sont deux symboles de l'anneau R. On cherche la fonction

z z(x, y)

telle que
exey

Alors aussi 2 est un élément de l'anneau R.

Le théorème fondamental de M. Hausdorfî dit que la fonction

z(x, y) est une série infinie, dont les termes sont des

fonctions de x1 y, qu'on peut représenter au moyen de
l'opération

(xy) xy — yx

(voir [4], théorème B).
Gela posé, M. Hausdorfî trouve par son calcul la formule

2 X + y + J (xy) + ^ ([x ~ y] (xy) + (14)

qui est identique à la relation (13).
Avec cette formule on a une démonstration du troisième

théorème fondamental de S. Lie; la seule difficulté est encore
de prouver la convergence de la série (14). Au cas général des

symboles arbitraires, il n'y a pas de problèmes de convergence.
Mais si les symboles xa sont des transformations infinitésimales,
qui engendrent un groupe, il y a des relations entre eux, définies

par les relations structurales de Lie:

r
(Xa, XJj)

3 Xy
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et les séries symboliques comprennent des séries numériques.
Les paramètres canoniques sont les variables dans ces séries, du
reste connues déjà longtemps par les travaux de F. Schur [15].
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