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QUADRATURE GEOMETRIQUE 63

TRANSLATION QUELCONQUE D’UN CERCLE.

On peut reproduire pour ce cas des généralités analogues a
celles du cas précédent. On verrait de méme qu’on peut choisir
arbitrairement la courbe engendrée, le cercle générateur et la
courbe de base, lieu de l'origine A, le choix de cette derniere
courbe déterminant la courbe de translation d’apres la propriété
du rayon origine. On obtiendrait ainsi un triangle curviligne pour
lequel évaluation de I’aire se raménerait & un moment d’arc

~du cercle générateur convenablement pondéré.
Particularisons tout de suite le probléme en faisant les hypo-
 théses suivantes:

m = Cte;

L’angle constant du rayon origine avec la translation est
droit;

Le cercle générateur est entierement parcouru;
| Les conventions de signes sont celles précédemment adoptées.

L’origine A coincide alors avec un des points de contact du
cercle avec son enveloppe. L’aire de la boucle est

2zmr X r + =nr? = (2m + 1)=r? .

. On peut par suite énoncer la propriété suivante:

III. — St on considére un cercle de rayon constant se déplacant
- dans son plan en restant tangent & une courbe de base B et un point
mobile parcourant le cercle dans un sens déterminé de facon que les
" arcs décrits a partir du point de contact soient proportionnels aux
;} " arcs décrits par le centre, la courbe engendrée forme une série de
- boucles qui déterminent avec la courbe de base des aires équivalentes
et dgales a:

2m + 1)=r? |

m désignant le rapport constant entre le déplacement du centre et
celut du point sur le cercle.
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Application aux épicycloides. — La courbe de base est un cercle

de rayon R, les déplacements du centre et du point de contact
sont dans un rapport constant RRQ

L’aire d’'une boucle est donnée par

A= 2m+ 1)=rr?,

avec
m =1 pour la cycloide ordinaire (base rectiligne)
m =1 + 1% pour I’épicycloide
m =1 ——é pour I’hypocycloide
et par
A = (2m + 1)xa?
avec

pour I’épicycloide raccourcie ou allongée, a désignant la distance
du point générateur au centre de la roulette.

On voit aisément que, dans les cycloides allongées ou raccour-
cies, & des valeurs égales et de signe contraire de m correspondent
les mémes courbes rapportées A des bases différentes. L’aire des
cycloides allongées est égale en valeur absolue & la différence
des deux aires formées par la boucle.

Pour la cycloide allongée décrite par un point situé a une

distance égale au diamétre ces deux aires sont égales comme

) i -1
on le voit en faisant m = —5 -

Généralisation. — La méthode exposée consiste A intégrer des
éléments d’aire d2 A = d 5 dy le long de la courbe S puis dans son
nouvement de translation. Elle reste applicable au cas ol ces
éléments sont multipliés par un coefficient fonction de 'ordonnée
y. En appellant f(y) cette fonction et F (y) sa primitive on

aura:
S Siwaea = [Fymas . ()
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L’expression trouvée dépend en général du systéme d’axes
mobiles zoy. On se bornera donc & la translation rectiligne.
Supposons de plus m constant et f (y) d’une forme susceptible
d’interprétation géométrique, soib:

fly) =y

Pour « = 0 le premier membre de (1) représente une aire,

Pour 2 = 1 le premier membre de (1) représente un moment
statique,

Pour « = 2 le premier membre de (1) représente un moment
d’inertie,

 les moments étant pris par rapport & ox. En désignant par
- I, (X) le moment d’ordre « par rapport & ox, de I'élément
% géométrique X, (1) s’écrira

O, (A) = - ;’f SO, (8) (2)

Le calcul d’'un moment de l'aire A se rameéne a celui d’un
moment d’ordre supérieur de la courbe S. Faisant « = 0 dans (2)
on a la relation précédemment trouvée:

A = mSy = Ly . ‘ (3)

Faisant le quotient membre & membre de (2) par (3),en prenant,
- dans (2), 2« =1

(%)

7y, désignant I’ordonnée du centre de gravité de I’aire balayée A ;
© p le rayon de giration de 1'arc générateur par rapport a ox;
r le rayon de giration par rapport a la paralléle & ox passant
par le centre de gravité de ’arc, d’ordonnée y.
Se placant dans les conditions de la propriété (I) on peut
compléter cette propriété par la suivante:

(I)'. — L’ordonnée du centre de gravité de Uaire curviligne
balayée est égale a la moitié de celle de Uantipile de la base rectiligne
par rapport & Uellipse d’inertie de Uarc générateur.

L’Enseignement mathém., 32¢ année; 1933. 5
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Application a la cycloide ordinaire. — En considérant le cercle
entier de rayon R:
m=1, A=2xR?, (¢ =azR, §=2zR,
R2
— 2
y == B, re = 2 ’
1 R? 3

L’ordonnée du centre de gravité de I’aire totale de la boucle de
cycloide sera donnée par I’équation des moments statiques:

2Cy, + CR = 3Cy
d’ou =

1 3 5

SUR LA DIVISION D'UNE SPHERE
EN TROIS ENSEMBLES

PAR

Juiius Worrr (Utrecht) et Armand Densoy (Paris).

M. KaAroL Borsuk a démontré le théoréme suivant:

St une sphére a n dimensions est partagée en n ensembles de

points, alors au moins UN de ces n ensembles a pour diamétre le
diaméire de la sphére 1.

Nous allons donner une démonstration simple pour le cas
n=3.

1 Internationaler Mathematiker- Kongress, Zirich, 1932. Sektionsvortriage, Band II,
page 192. )
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