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QUADRATURE GEOMETRIQUE 57

fait avec @ la demi-droite d’origine A contenant B. Prenons de

méme un point quelconque D sur d et une demi-droite quelconque

(située ou non dans le plan donné par d et P), qui fait avec d
un angle § 2 «. Prenons ensuite sur cette demi-droite le point P*
(qui peut ou non coincider avec P), de maniere que:

DP* ~ AT .

En considérant les cas 2 et 3 il est certain que notre théoréeme

| (étant vrai pour d et P), est vrai pour d et P*. On retombe ainsi

sur le cas 1 et le théoréme de droites paralléles est entiérement
démontré.
Juillet 1933.

SUR UNE FORMULE PARTICULIERE
DE QUADRATURE GEOMETRIQUE

PAR

L. DECOUFLE (Alger).

Considérons une courbe S, subissant dans un plan fixe XQY
un mouvement de translation représenté par la_trajectoire T
d’un de ses points C.

Y

Fig. 1.
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L’arc GG = o définit sur T, & partir d’une origine arbitraire C,
la position de C. De méme sur S deux points variables A et B
sont définis par CA = s;, CB = s, avec AB = s = s, — $y;
$1, $o et par suite s sont des -fonctions données de o.

Rapportons S & deux axes rectangulaires mobiles zAy, tels
que Az soit dirigé & chaque instant suivant la translation
instantanée Ci.

L’aire balayée par I’arc AB aura pour expression

A = t/ayds == ![yrnds (1)

en posant

ds
=

Les limites d’intégration correspondant aux valeurs du para-
metre définissant les positions extrémes de la courbe géné-
ratrice S.

Proposons-nous de rechercher dans quels cas l'intégrale (1)
prend la signification géométrique simple d’un moment d’arc de
densité uniforme ou variable. |

Il suffira évidemment que dans le mouvement relatif de S
par rapport & rAy, cette courbe coincide & chaque instant avec
elle-méme. Or il s’agit dans le systéme (xAy) d’un mouvement a
un parametre, tel que la courbe S passe constamment par ori-
gine A. Il se compose donc de rotations élémentaires ayant a
chaque instant leur centre sur la normale en A & la courbe.
Deux cas sont alors & considérer.

a) La rotation élémentaire est constamment nulle. Dans ce
cas A est immobile sur S qui est elle-méme invariable par rapport
& rAy. Si on revient au systéme fixe XOY par rapport auquel S
conserve une direction invariable, on voit que la direction Ox
est elle-méme invariable par rapport & OX. Il s’agit donc d’une
translation rectiligne.

b) La rotation élémentaire n’est pas constamment nulle.
Cette rotation doit, pour réaliser la coincidence, déplacer tan-




i
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.gentiellement tous les points de S. Les normales en tous ces

points doivent concourir au centre instantané de rotation. La
courbe S est obligatoirement un cercle et le mouvement une

“rotation autour de son centre suivant une loi quelconque.

N
|& :

Dans ce mouvement le rayon aboutissant en A fait un angle
constant avec Oz. Sil’on revient au systéme fixe XOY, on obtient
la translation la plus générale d’un cercle, I’origine des arcs étant
choisie de maniere que le rayon correspondant fasse, a chaque
instant, un angle constant avec la direction de la translation.

En résumé, les deux seuls cas ou l'intégrale (1) représentera
un moment d’arc sont la translation rectiligne d’une courbe

~ quelconque les arcs étant comptés & partir d’un point fixe sur

cette courbe, et la translation quelconque d’un cercle, les arcs
étant comptés & partir d’une origine telle que le rayon correspon-
dant ait une inclinaison constante sur la direction de translation.

Examinons successivement ces deux hypothéses.

a) Translation rectiligne d’une courbe.

1 désignant 'ordonnée du centre de gravité de 'arc générateur

- AB supposé affecté d’une densité linéaire

Ceci exprime que 'ordonnée moyenne de I’aire du triangle
curviligne OAB est égale & 1'ordonnée du centre de gravité de
Parc AB de densité variable m.

Il est aisé de vérifier directement ce résultat qu’on peut
énoncer également sous la forme suivante:

Etant donné un triangle curviligne & base rectiligne OA,
Pordonnée moyenne de son aire par rapport i cette base est
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égale 41’ordonnée du centre de gravité d’un des cotés curvilignes
affecté d’une densité linéaire égale au rapport

%?; ou -1\1%— sulvant qu’il s’agit du c6té AB ou OB,
MN étant une paralléle quelconque a la base,
MP, NP, les tangentes en M et N.

Le cas particulier ot s et ¢ sont liés par une relation linéaire
et ou, par suite, m est constant offre un intérét spécial pour les
quadratures.

L’ordonnée de I'aire du triangle curviligne est alors celle du
centre de gravité de ’arc AB, non pondéré. Si, de plus, cet arc
a un axe de symétrie paralléle & la translation, cette ordonnée

Fig. 3.
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est connue et égale & la demi corde AB. On en déduit immédiate-
ment 1’équivalence des deux triangles curviligne et rectiligne
OAB, ou encore des deux segments hachurés AMB, ONB,
propriété qu’on peut énoncer:

I.— St un arc de courbe symétrique par rapport @ un axe suivant
lequel il subit une translation rectiligne est parcouru par un point
mobile qui décrit sur lut des arcs proportionnels a la translation, le
segment compris enire Uarc ainsi décrit et sa corde a une aire
équivalente a celle du segment correspondant de U'arc générateur.

Considérons enfin une courbe génératrice fermée et faisons les
conventions de signe suivantes:

Un sens positif de translation étant choisi, ainst qu’un sens
positif de parcours des arcs sur le contour, on comptera positive-
ment les aires balayées se trouvant dans une translation positive
& gauche d’un observateur couché suivant le sens positif du
contour, et négativement les aires balayées se trouvant & droite
du méme observateur, et cela quel que soit le sens du parcours
du mobile sur la génératrice. L’aire limitée par la courbe généra-
trice sera comptée positivement si elle se trouve & droite du sens
positif du contour, autrement dit si le sens positif est celui des
aiguilles d’une montre, négativement dans le cas contraire.

On vérifie aisément qu’avec ces conventions de signe, on peut
écrire la relation générale:

A =S+ Ly, (2)

ou A désigne l'aire de la boucle engendrée, S la surface limitée
par le contour, L le développement de la base égal au périmétre
du contour multiplié par le facteur m, y ’ordonnée du centre de
gravité du contour.

La longueur L sera comptée positivement ou négativement
suivant que le sens du parcours des arcs est le sens positif ou le
sens négatif du contour.

Dans le cas ou la courbe génératrice a un axe de symétrie
paralléle a la translation, la relation (2) devient: |

L et h désignant la base et la hauteur de la boucle.
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II. — St un contour fermé ayant un axe de symétrie suivant
lequel il subit une translation rectiligne est parcouru dans un sens
déterminé par un point mobile qui décrit sur lut des arcs proportion-
nels a la translation, Uaire de la boucle ainst engendrée est égale a
celle du triangle de hauteur maximum inscrit dans la boucle,
augmentée ou diminuée, suivant le sens du parcours, de la surface
limitée par le contour fermé.

Application. — L’une des relations qui précedent permet
d’effectuer immédiatement, en particulier, les quadratures des
cycloides ordinaires alloncrees Ou raccourcies, que NoOus calculons
ci-apres par une autre formule.

PARTICULARITES DES COURBES POUR LESQUELLES m = (te,

Du mode méme de génération découle la construction de la
tangente en un point suivant la regle du parallélogramme. Cette
tangente est la ligne d’action de la résultante d’un vecteur
d’intensité m parallele a la translation et d’un vecteur unité
tangentiel a la courbe génératrice.

Cette propriété étant projective, montre que la courbe engen-
drée peut étre corsidérée comme la prejection oblique d’une
hélice tracée sur un cylindre droit dont les sections droites se
projetteraient obliquement suivant les courbes génératrices.
Pour m = 1 les courbes engendrées bissectent les angles formés
par les génératrices et les paralléles & la translation.

Remarquons enfin que le tracé de la courbe engendrée peut étre
obtenu mécaniquement d’une
manieére simple, principalement
lorsque m = 1.

Le contour de 1’arc généra-
teur étant matérialisé par une
plaque découpée se déplacant
I 1e long d’une régle suivant la

Fig 4. translation voulue, ’extrémité

| B d’un fil inextensible fixé en

w & la régle et assujetti & suivre le contour wCMB décrira la
courbe engendrée.
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TRANSLATION QUELCONQUE D’UN CERCLE.

On peut reproduire pour ce cas des généralités analogues a
celles du cas précédent. On verrait de méme qu’on peut choisir
arbitrairement la courbe engendrée, le cercle générateur et la
courbe de base, lieu de l'origine A, le choix de cette derniere
courbe déterminant la courbe de translation d’apres la propriété
du rayon origine. On obtiendrait ainsi un triangle curviligne pour
lequel évaluation de I’aire se raménerait & un moment d’arc

~du cercle générateur convenablement pondéré.
Particularisons tout de suite le probléme en faisant les hypo-
 théses suivantes:

m = Cte;

L’angle constant du rayon origine avec la translation est
droit;

Le cercle générateur est entierement parcouru;
| Les conventions de signes sont celles précédemment adoptées.

L’origine A coincide alors avec un des points de contact du
cercle avec son enveloppe. L’aire de la boucle est

2zmr X r + =nr? = (2m + 1)=r? .

. On peut par suite énoncer la propriété suivante:

III. — St on considére un cercle de rayon constant se déplacant
- dans son plan en restant tangent & une courbe de base B et un point
mobile parcourant le cercle dans un sens déterminé de facon que les
" arcs décrits a partir du point de contact soient proportionnels aux
;} " arcs décrits par le centre, la courbe engendrée forme une série de
- boucles qui déterminent avec la courbe de base des aires équivalentes
et dgales a:

2m + 1)=r? |

m désignant le rapport constant entre le déplacement du centre et
celut du point sur le cercle.
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Application aux épicycloides. — La courbe de base est un cercle

de rayon R, les déplacements du centre et du point de contact
sont dans un rapport constant RRQ

L’aire d’'une boucle est donnée par

A= 2m+ 1)=rr?,

avec
m =1 pour la cycloide ordinaire (base rectiligne)
m =1 + 1% pour I’épicycloide
m =1 ——é pour I’hypocycloide
et par
A = (2m + 1)xa?
avec

pour I’épicycloide raccourcie ou allongée, a désignant la distance
du point générateur au centre de la roulette.

On voit aisément que, dans les cycloides allongées ou raccour-
cies, & des valeurs égales et de signe contraire de m correspondent
les mémes courbes rapportées A des bases différentes. L’aire des
cycloides allongées est égale en valeur absolue & la différence
des deux aires formées par la boucle.

Pour la cycloide allongée décrite par un point situé a une

distance égale au diamétre ces deux aires sont égales comme

) i -1
on le voit en faisant m = —5 -

Généralisation. — La méthode exposée consiste A intégrer des
éléments d’aire d2 A = d 5 dy le long de la courbe S puis dans son
nouvement de translation. Elle reste applicable au cas ol ces
éléments sont multipliés par un coefficient fonction de 'ordonnée
y. En appellant f(y) cette fonction et F (y) sa primitive on

aura:
S Siwaea = [Fymas . ()
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L’expression trouvée dépend en général du systéme d’axes
mobiles zoy. On se bornera donc & la translation rectiligne.
Supposons de plus m constant et f (y) d’une forme susceptible
d’interprétation géométrique, soib:

fly) =y

Pour « = 0 le premier membre de (1) représente une aire,

Pour 2 = 1 le premier membre de (1) représente un moment
statique,

Pour « = 2 le premier membre de (1) représente un moment
d’inertie,

 les moments étant pris par rapport & ox. En désignant par
- I, (X) le moment d’ordre « par rapport & ox, de I'élément
% géométrique X, (1) s’écrira

O, (A) = - ;’f SO, (8) (2)

Le calcul d’'un moment de l'aire A se rameéne a celui d’un
moment d’ordre supérieur de la courbe S. Faisant « = 0 dans (2)
on a la relation précédemment trouvée:

A = mSy = Ly . ‘ (3)

Faisant le quotient membre & membre de (2) par (3),en prenant,
- dans (2), 2« =1

(%)

7y, désignant I’ordonnée du centre de gravité de I’aire balayée A ;
© p le rayon de giration de 1'arc générateur par rapport a ox;
r le rayon de giration par rapport a la paralléle & ox passant
par le centre de gravité de ’arc, d’ordonnée y.
Se placant dans les conditions de la propriété (I) on peut
compléter cette propriété par la suivante:

(I)'. — L’ordonnée du centre de gravité de Uaire curviligne
balayée est égale a la moitié de celle de Uantipile de la base rectiligne
par rapport & Uellipse d’inertie de Uarc générateur.

L’Enseignement mathém., 32¢ année; 1933. 5
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Application a la cycloide ordinaire. — En considérant le cercle
entier de rayon R:
m=1, A=2xR?, (¢ =azR, §=2zR,
R2
— 2
y == B, re = 2 ’
1 R? 3

L’ordonnée du centre de gravité de I’aire totale de la boucle de
cycloide sera donnée par I’équation des moments statiques:

2Cy, + CR = 3Cy
d’ou =

1 3 5

SUR LA DIVISION D'UNE SPHERE
EN TROIS ENSEMBLES

PAR

Juiius Worrr (Utrecht) et Armand Densoy (Paris).

M. KaAroL Borsuk a démontré le théoréme suivant:

St une sphére a n dimensions est partagée en n ensembles de

points, alors au moins UN de ces n ensembles a pour diamétre le
diaméire de la sphére 1.

Nous allons donner une démonstration simple pour le cas
n=3.

1 Internationaler Mathematiker- Kongress, Zirich, 1932. Sektionsvortriage, Band II,
page 192. )
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