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SUR CERTAINES CORRESPONDANCES

PAR

Pierre Papillon (Prytanée militaire de La Flèche).

1. — Il est utile parfois de revenir sur des sujets connus; à de

nouvelles lectures se découvrent certains développements,
certaines généralisations primitivement inexplorés: c'est ainsi

que ces quelques pages sont nées d'un article fort intéressant de

M. P. Vincensini, publié dans les Nouvelles Annales de

Mathématiques, il y a quelque cinq ans, et que, dernièrement, je
relisais x.

I.

2. — Deux courbes (C) et (C) étant données, respectivement
décrites par les points M et M', tout point fi, qui divise le segment
MM' dans un rapport déterminé a pour lieu géométrique une
surface (SJ d'équations paramétriques

r x a x'
Ç ~ 1 + '

«
Y z + az'
* ~ T+T ;

en ces expressions, les fonctions x, y, z du paramètre u sont les

1 Sur les couples de contours fermés de même longueur et de même surface; 6me série,
tome II, pages 199-202, 1927.
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coordonnées de M, les fonctions x\ y\ z\ du paramètre e, celles
de M' et il est enfin posé

Les équations (1), mises sous les formes

2 2 a
x + ^ x'

1 + a1 + a ]

montrent que (S est une surface de translation1 dont les courbes
fondamentales sont les transformées de (C) et de (C) dans les

homothéties

PC O
a

et
PCI O

1 + a

2 g

1 P a

les courbes coordonnées forment donc un réseau conjugué,
assertion qu'on vérifie, après avoir calculé les dérivées partielles

ôï
ö U

dx
1 "4~ ci du

ôï
ö e

a dx'
a dv

et les termes essentiels

I N du .dv —
(1 + a| (dy dz' — dz dy')

B du dv

G du dv

E du2

F du dv

G dv2

(2)

(1 + a)'
(dx2 + dy'2 + dz2)

(1 + a)

a

2 (dx dx' + dy dy' -f dz dz') (3)

(1 + a)
-2 (dx'2 + dy'2 + dz'2)

1 Sophus Lie: Mathematische Annaïen, XIV. p. 332.
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par l'identique nullité de l'expression

öA ôH öB öyj öG ö£

ölt '
ÖC ö M

'
ö P dp

proportionnelle à
S (cl2 y dz' — *%') cfcc'

3. — Correspondance par surfaces équivalentes. — L'expression
de l'aire élémentaire sur (S J est

ou

d% a/EG — F *dudv

d% (ïtV2 VWv-dz' —dz.di ;

elle est donc la même pour les surfaces nées des points p et p.'

tels que

(1 + a)2 (1 + a')2

c'est-à-dire, a' différant de a, que

a a' i :

ces points sont contraposés pour le milieu du segment MM'.

4. — Correspondance par arcs équivalents. — L'expression de
l'arc élémentaire sur (SJ est telle que

ds^ Edu2 + 2Fdu dv + Qdv2

soit
9 1

dsl + dy2 + dz2) + 2 a^dx.dx' + a2 (dx'~ -f ...)]

La correspondance précédente ne se poursuit pas en général,
les relations

1 l
(1 + a)2 (1 + a')2

a a'
(i + ë? <r+^r (4)

(1 + (1 +
L'Enseignement mathém., 31« année; 1932.
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n'étant simultanément réalisées que pour

ci o! 5

mais si les arcs conjointement décrits par M et M' s'équivalent,

dx2 + dy2 + dz2 dx'2 + dy'2 -f dz'2

et les égalités
1 -f- 1 -f- a'"

(1 + a)2 (1 + a')2

a a'
(5)

(1 + a)2 (1 + a')2

sont simultanément satisfaites quand

a a' 1

c'est-à-dire avec les couples (p., p') contraposés pour le milieu
du segment MM'.

5. — Correspondance conservant la courbure totale. — Etant
posé

dl
A/A2 + B2 + C2

les rayons de courbures principaux et dv2 sont obtenus au
moyen de l'équation

c'SA ft(B' C)
+ p + (A2 + B2 + C2) 0

ö (u, v)

de sorte que la courbure totale de (SJ en p, possède la valeur

Va1M a'3

^(u, v) (1 + a)6 — (1 + a)2 çr

VTbVW —J{u'(1 + a)8

&* étant une fonction qu'il est inutile ici de préciser; cette courbure

est la même pour les surfaces nées des points p et p/ contra-
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posés pour le milieu du segment MM' car la relation

(1 + a)2 (1 + «T
a a'

n'est encore vérifiée que si

a a' 1

6. — Conclusion. — En résumé:

Si deux points M et M' décrivent deux courbes quelconques
données, il s'établit entre les points fx et g/ de la droite MM', contra-
posés pour le milieu du segment MM', une correspondance
superficielle conservant Faire et la courbure totale; si, de plus, les arcs
simultanément décrits par M et M' ont même mesure, de même ceux

que décrivent u et fx'.

Application. — « Imaginons que M et M' décrivent deux
surfaces applicables quelconques (S) et (S'), en restant homologues
dans l'application, (x et fjl' décrivent alors, d'après ce qui précède,
deux surfaces (S^) et (S;A/) telles que deux arcs homologues
quelconques soient égaux: (S,) et (S.,,) sont applicables. A tout
couple de surfaces applicables la construction géométrique
indiquée ci-dessus en fait donc correspondre une infinité
d'autres » (loc. cit.).

7. — Prenons deux courbes (G) et (C') fermées et de même
longueur Z, décrites par M et M' simultanément; la courbe
que trace alors (x sur la surface (S,J se ferme et sa projection sur
le plan xOy limite une aire

/ M? Un)
(1 + a)' f

(ydx — xdy)

+ a (y'dx + ydx' — x'dy — xdy')

+ a2(y'dx' — x' dy')

en supposant les diverses coordonnées exprimées à l'aide de
l'arc de (C), par exemple. Cette aire est la même pour les points
jj. et y.' dont les paramètres a et a' vérifient précisément les
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relations (4); nous les savons incompatibles, a' différant de a.
Mais si

i i

Ç ydx — xdy Ç (yf dxf — x'dy')
0 0

c'est-à-dire si les projections de (C) et de (C) sur xOy enferment
des surfaces équivalentes, les conditions précédentes font place
aux égalités (5), vérifiées pour

a a' 1

Ainsi:
Si deux points M ^ M' décrivent simultanément deux courbes

fermées de même longueur et dont les projections sur un plan
bordent des surfaces équivalentes, les courbes décrites par les

points (x et (x' de la droite MM', contraposés pour le milieu du

segment MM', jouissent des mêmes propriétés.
La proposition s'applique particulièrement au cas de la

correspondance par arcs équivalents sur des courbes fermées de même

longueur; les lieux de (x et de fx' ont, en outre, même longueur.

II.

8. — Plaçons-nous maintenant dans le domaine de la géométrie
plane et soit le point (x transformé

du point M' par l'homo-
thétie-rotation de centre M et
de rapport complexe rrj (fig. 1) ;

l'égalité vectorielle

et, par suite,

')

ö^. ÖM + ra (ÖW — ÖM)

M |x ra MM'

s'écrit encore

£ + it\ (pc + iy) + (/' cos a + ir sin a) [(#' — x) + i(yf — y)]:
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