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nombres entiers ordinaires dont aucun ne contient un facteur carreé.
L’auteur traite principalement dans cette premiere partie de la forme
des entiers du corps K, de la base des entiers, du discriminant et de la
forme fondamentale du corps, de la décomposition des idéaux, des
unités du corps et du nombre de classes d’idéaux. Plusieurs démons-
trations sont d’ailleurs faites pour le cas de n = 3 seulement.

La seconde partie est consacrée & 'étude des quaternions dits
complexes, c’est-a-dire des quaternions dont les coordonnées sont
tirées d’un corps algébrique, en I'espéce le corps K étudié plus haut.
Les quaternions complexes présentent avec les quaternions a coordon-
nées rationnelles de grandes analogies mais aussi de profondes
différences. C’est ainsi que si A représente un quaternion complexe
différent de zéro, le produit AB de A par un quaternion complexe B
peut s’annuler sans que B soit nul. A est alors dit un diviseur de zéro.

I’auteur appelle idéal de quaternions complexes et represente
par A = ud {a}, I'ensemble infini des quaternions complexes
entiers dont les quatre coordonnées parcourent indépendamment
les unes des autres tous les nombres de I'idéal a du corps K des
coordonnées. Cette généralisation de la notion d’idéal a permis
d’étendre au domaine des quaternions complexes celle d’indicateur
d’Euler ainsi que le théoreme de Fermat.
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A propos d’un article de MM. Barzin et Errera.

A propos de article de MM. Barzin et Errera dans le tome XXX
de cette revue (p. 248) je voudrais faire les remarques suivantes:
D’abord la dénomination «logique de Heyting » ne me parait pas
heureuse, toutes les idées fondamentales de cette logique provenant
de M. Brouwer; je préférerais « logique intuitionniste » ou bien «logique
non-aristotélienne», ce dernier terme pouvant d’ailleurs aussi désigner
les logiques purement formelles non conformes & la logique classique
que quelques savants polonais ont construit en ces derniéres années.
Ensuite je signale aux lecteurs ’article intéressant de M. Kolmogoroff
(Math. Z. 35, p. 58), ou l'auteur donne une interprétation remar-
quable de mes formules comme constituant une logique des problémes.
Cette interprétation est indépendante des idées intuitionnistes;
cependant, pour le mathématicien intuitionniste c’est seulement cette
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logique des problémes qui a une signification, tandis que pour lui la
logique classique des propositions reste dépourvue de sens.

En revenant a ’article de MM. Barzin et Errera je remarque que le
«sophisme » qui se trouve en haut de la page 249 ne me semble étre
quun jeu de mots, portant sur deux significations distinctes des
mots «ne pas». En disant que ~ p signifie «la proposition p n’est pas
vraie » on veut dire «il est impossible que p soit vraie »; au contraire,
s1 un intuitionniste, en s’exprimant comme MM. Barzin et Errera,
disait que le principe du tiers exclu «n’est pas vrai», il voudrait
dire que ce principe n’a pas éié démoniré, de sorte qu’on n’a pas le
droit d’affirmer qu’il est vrai.

Les propositions de la logique intuitionniste ne portent que sur les
mathématiques; elles sont elles-mémes des propositions mathéma-
tiques trés générales. Généralement, on considére le principe du tiers
exclu comme évident; seulement, comme 1’a remarqué M. Brouwer,
cette opinion se base sur une interprétation de nature métaphysique,
dont on déduit que chaque proposition posséde en soi et indépen-
damment de notre connaissance le caractére du vrai ou du faux.
Or, cette interprétation est trés douteuse, surtout quand il s’agit
d’étres abstraits comme les entités mathématiques; d’ailleurs, et
¢’est sur ce point que M. Brouwer est parfaitement d’accord avec
MM. Barzin et Errera, la philosophie n’a rien & faire dans les démons-
trations mathématiques. Mais M. Brouwer en tire la conclusion
opposée a celle de MM. Barzin et Errera, 4 savoir qu’il faut considérer
le principe du tiers exclu comme n’étant ni évident, ni démontré
d’une maniére convaincante. Ainsi, il ne rejette pas ce principe,
mais il refuse de 'admettre, tout comme on refusera d’admettre un
théoréme quelconque tant qu’on n’en a pas vu la démonstration.
En retournant un argument de MM. Barzin et Errera on peut dire que
Pattitude des partisans de la logique classique ressemble a celle du
mathématicien imaginaire qui soutiendrait que tout espace abstrait
admet une métrique et qui reprocherait & ceux qui exigeraient une
démonstration de ce théoréme de vouloir attaquer la liberté de la
science.

Enschede (Hollande). A. HEYTING.

Note sur la logique de M. Heyting 1.

St nous avons donné a la logique publiée par M. Heyting son nom,
c’est que les nuances d’opinion dans cette question difficile sont si
nombreuses, qu’il est aisé de se croire d’accord sans I’étre. it jusqu’au

1 Voir M. BARzIN et A. ERRERA, Sur la Logique de M. Brouwer (Bull. Cl. Sc. Ac. R.
Belg., Brux., 1927).

M. BARZIN et A. ERRERA, Sur le principe du tiers exclu (Arch. Soc. B. Philos., Brux.,
1929).
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jour ot M. Brouwer aura fait une déclaration explicite d’adhésion &
cette logique, il nous a paru prudent de considérer I'ccuvre de
M. Heyting comme lui appartenant en propre.

M. Heyting écarte en quelques mots le sophisme que nous avons
signalé dans sa logique. Nous craignons qu’il ne s’illusionne sur
Vefficacité de ce geste. Il est bien vrai que nous reconnaissons deux
sens & la négation, mais cela ne diminue en rien la portée de ce que
nous avons avanceé.

Expliquons-nous & ce sujet. Les brouwériens emploient la négation
(v) pour signifier que la proposition est impossible, ou en d’autres
termes, qu’elle contient une contradiction. Mais en dehors de ce cas,
il est un autre état de choses que nous sommes libres de désigner par
un autre symbole. La table sur laquelle nous écrivons est brune: 1l
n’est pas impossible qu’elle soit verte, car un pot de couleur ferait
Paffaire; néanmoins elle n’est pas revétue de la propriété du vert.
Pour expliquer cet état, nous disons qu’elle n’est pas verte. Ces mots
ne pas sont un symbole différent de la négation brouwérienne, mais
dont I'usage est parfaitement clair. Notons au surplus que lorsqu’une
proposition recoit la négation brouwérienne, cela implique qu’elle
n’est pas vraie au sens ou nous venons de définir ne pas (car ce qul
est impossible n’est pas vrai).

L’'usage de notre langage étant ainsi réglé, M. Heyting démontre
qu’il est impossible qu’il existe une proposition tierce, c’est-a-dire
une proposition qui ne soit ni vraie ni fausse. (Vi est employé exacte-
ment dans le sens du ne pas de tantdt). Or, d'une part, M. Heyting,
a la suite de M. Brouwer, se refuse a reconnaitre au principe du tiers
exclu, la propriété du vrai: cette proposition (le principe du tiers)
n’est donc pas vraie. D’autre part, M. Heyting démontre formelle-
ment qu’il est impossible qu’elle soit fausse: elle n’est donc pas fausse.
Nous sommes donc en présence d’une proposition qui n’est ni vraie
nt fausse, c’est-a-dire qui est tierce : ce qui implique la fausseté du
principe du tiers exclu. La contradiction est patente.

Quant & son affirmation que les formalistes soutiennent que toutes
les propositions sont revétues métaphysiquement de la propriété du
vrai ou du faux, rien n’est plus contraire a la vérité. En effet, pour
les formalistes, la vérité (ou la fausseté) d’une proposition quelconque
n’est déterminée qu’a partir du moment ou le mathématicien a
déterminé arbitrairement le systéme des postulats qu’il emploie.
Une fois ce choix fait, est vraie toute proposition qui peut &tre dé-

‘duite (c’est-a-dire construite) a partir des postulats initiaux. Est

fausse toute proposition en contradiction avec I'un des postulats ou
avec ses conséquences.

Pouvons-nous imaginer un troisiéme cas, ¢’est-a-dire une proposi-
tion qui ne serait ni vraie ni fausse au sens que nous venons de définir ?
Une telle proposition ne découlerait pas du systéme des postulats;
d’autre part, elle ne serait en contradiction avec aucune des proposi-
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tions qui découlent de ce systéme. Si 'on veut relire ces conditions,
on verra que nous avons défini de la sorte un postulat nouveau, et
que nous pouvons le joindre, lui ou sa négation, & nos postulats
primitifs, sans introduire dans le systéme de contradiction. Un
postulat, c’est donc une proposition qui est vraie ou fausse au choix
(et qui par conséquent n’est jamais nz vraie ni fausse).

Si le principe du tiers exclu est, dansla logique de M. Heyting, un
postulat semblable, tout s’explique. Sauf le prosélytisme des intui-
tionnistes qui nous paraissent aussi incompréhensibles que le serait
un mathématicien faisant de ’analysis situs et interdisant énergique-
ment & ses collegues de faire de la géométrie métrique.

Demander notamment qu’on démontre le principe du tiers exclu,
est pour le formaliste une exigence aussi invraisemblable que si 'on
demandait de démontrer n'importe quel autre postulat, par exemple
le principe de contradiction. Sil’on veut distinguer parmi les axiomes
ceux qui sont vrais et ceux qui sont faux, cela ne peut étre qu’au nom
de raisons métaphysiques inadmissibles en mathématiques.

Bruxelles. M. BAarzix et A. ERRERA.

CHRONIQUE

Congrés international des Mathématiciens.

Zurtich, septembre 1932.

Le 9me Congres international des mathématiciens a eu lieu & Zurich,
du 4 au 12 septembre 1932, sous la présidence de M. R. FuEgTER,
professeur & I'Université de Zurich. Le temps et la place nous man-
quent pour donner dans ce fascicule un compte rendu détaillé du
congrés. Mais nous tenons a dire dés maintenant que le succés a été
complet grace & I'intérét des communications présentées et a I'excel-
lente organisation des séances, réceptions et excursions.

Le prochain numéro de L’Enseignement mathématique contiendra
la liste complete des conférences et communications, ainsi que le
compte rendu des séances de la Commission internationale de 1'En-
seignement mathématique et de I’Union internationale mathématique.

En attendant voici la liste des pays représentés: Afrique du Sud,
Allemagne, Angleterre, Autriche, Belgique, Bulgarie, Canada, Chine,
Costa-Rica, Danemark, Egypte, Espagne, Etats-Unis d’Amérique,
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