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SUR CERTAINES COURBES QUI GENERALISENT
LES CONIQUES

PAR

M. D. V. Jongsco (Cluy).

Je me propose d’examiner quelques problémes sur le mouve-
ment d’un point qui ont pour trajectoires des courbes qui géné-
ralisent les coniques?.

Cherchons d’abord le mouvement d’un point M dont la projection
de la vitesse sur la perpendiculaire au rayon vecteur est égale a une
constante k, et dont la projection sur une droite fixe A, est animée
d’un mouvement uniforme de vitesse a.

1. — En prenant la droite A comme axe des Y, qu’on peub
supposer passant par O, les équations du mouvement du point M
sont

dy do

a

dt dt

r et 9 étant les coordonnées polaires du point M.
L’équation différentielle de la trajectoire est

dy_g
ds — k

r

1 Voir aussi D. V. JoNEsco, Certaines courbes qui généralisent les coniques. C. R.
de I’ Académie des Sciences, T, 194, 6 juin 1932, p. 2006.
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en remplacant dy en fonction des coordonnées polaires, on a

I’'équation différentielle
ar (& _ cos 0 | —
r o \k sin 6 °

dont I'intégrale générale est
=9
(1)

2. — (Calculons maintenant I’accélération du point M, qui est

paralléle & Oz, et a pour expression

d*x
T=
Si dans les formules
e dy——@sine»{— rcosea? ,

de dr cos 0 rsin f
- dt ’ dt ~ dt

e~ dr
on remplace 4y par a et r— par k, on déduit
dt dt !
dr_ a—kcos ¥ dr _ acosb—k
sin 6 *odt sin 6 '

En dérivant la seconde de ces formules, on a

dgx__ k cosh —adb . k kcosb — a
7 sin? 6

sin?6  dt

a2

et en remplacant r par la formule (1), on déduit
kkcosb—a  +0
o — - h S

I =3 eno o€ g

& Q

formule qu’on peut encore écrire sous la forme
a cotg 0
k? ~-10  k(k—a) ° 2

== —— — Rk — D24

J Aot g+ 73 sin 0 2)
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3. — Traitons maintenant un cas particulier. Supposons & = a.
La formule (1) montre que I'équation de la trajectoire est

L) A
““sinf 1 —cosh’

et par suite la trajectoire est une parabole ayant son foyer a
I’origine.
La formule (2') montre que dans ce cas le mobile M décrit la

’ 7 e o . k2
parabole avec une accélération constante et égale a — — .

&

On connait la propriété que lorsqu’un point M décrit une para-
bole avec une accélération constante, parallele & son axe, la
vitesse angulaire du rayon vecteur FM, F étant le foyer de la
parabole, est inversement proportionnelle a la distance FM.

Le probléme que nous avons traité dans ce paragraphe n’est
que la réciproque de cette propriété. En général, la trajectoire
que donne la réciproque de cette propriété, est donnée par
I’équation (1). Seulement dans le cas a = k, cette trajectoire
est une parabole. A ce point de vue la courbe représentée par
Iéquation (1) est une généralisation de la parabole.

4. — Mais les courbes représentées par I’équation (1), jouissent
encore d’une propriété géométrique qui montre qu’on peut encore
regarder ces courbes comme généralisant la parabole, aussi a un
autre point de vue.

Calculons Pangle V que fait la tangente en M a la courbe (1)
avec le rayon vecteur OM. On sait que

, 1 dr
F o o e
cotg V. = ~ g0
De I’équation (1) on déduit que
ot ’ “ oS
1dr _ (fl.‘* o8 8 W?m § 2 _ kL
ras — \xk T 0 S
' 2 cos® —

2
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On a done la formule

a
— — CO0S
cotg V. = k
° sin 9 ’

qu’on peut encore écrire

sin V. sin (V + 0)

KT a )

2

Nous allons interpréter cette formule. Soit Q le point ou la
‘tangente en M a la courbe rencontre Ox. Dans le triangle OMQ

nous avons
0Q oM
sinV  sin (V + 0)

et en tenant compte de la formule (3), nous avons

0Q = “om . (4)

a

Cette formule montre que les courbes représentées par I’équa-
tion (1) ont la propriété que la distance du point O, au point ow
la tangente en M rencontre Uaxe Oz, est proportionnelle au rayon
vecteur OM. |

Pour les paraboles de foyer O et d’axe Oz, on a OQ = OM.
Les courbes représentées par 'équation (1) généralisent donc
cette propriété de la parabole.

On démontre aisément que cette propriété est caractéristique
pour les courbes représentées par ’équation (1).

I1.

Cherchons maintenant le mouvement d’un poini M dont la pro-
jection de la vitesse sur la perpendiculaire au rayon vecteur OM
est égale a une constante k, et dont le mouvement se fait suivant la
lov des aires par rapport au point P.

5. — En prenant la droite OP comme axe des x, et en désignant
par ¢ I’abscisse de P par rapport a ’origine O, les équations qui
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déterminent le mouvement sont

ab d
’Zi—lf__]i) (x—c)——y——:C,

C étant la constante des aires.
L’équation différentielle de la trajectoire est

(x —c)dy — ydx G

rdf k-

Mais
xdy — ydx = r?db , dy = dr.sinb - rcosbdb .

En remplacant ces expressions dans l’équation différentielle,
on trouve que r en fonction de @, est donné par 'équation diffé-
rentielle de Bernoulli

dr A+ ccosb r?

db ¢ sin 6 r_csinezo’ (5)

ou l'on a posé A = % .
En posant

on a I’équation différentielle linéaire du premier ordre

do k-{—ccos@r__ 1

db esinfh v esing -’

Une intégrale particuliére de cette équation sans second
membre est

PA

oy = sin b tg° 5 -

De méme, si on suppose 22 = ¢%, on a pour l’équation diffs-
rentielle avec second membre, 'intégrale particuliére

A — ccos ¥
fr = )\2__02 E




P T —
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de sorte que l'intégrale générale de ’équation différentielle (5)
est

' >

1 A — ¢ cos 6 .
= ——— + A sin 0 tg

r ) p—

o

0
5 ’ (6)

A étant une constante arbitraire.

Dans le cas A = ¢, c’est-a-dire dans le cas C = ke, on trouve
sans peine que l'intégrale générale de I’équation différentielle (5)
est

1 P/ R R e>
el d 2 sin? L Lo te — i
r_Asm2+20 csmlng<g’2 ) (7)

ou A est une constante arbitraire.
Dans le cas 2 = — ¢, on trouve aussi que l'intégrale générale
de I’équation différentielle () est

0 7
. g+, L & 2 e
A cos 5 008 o Lg (tg 2) (8)
avec la constante arbitraire A.
6. — Calculons maintenant 1’accélération du point M. Remar-

quons d’abord que

Y

r
?

dr _dr b _ i
dt — db dt T 7

3l

et en remplacant % par son expression tirée de ’équation diffé-

rentielle (5), on obtient

dr k

d_t:ggi——rle[z*—(A+ccose)]. (9)

S1 on, dérive les formules

x = rcosb , y = rsino

par rapport au temps, on déduit que les composantes de la vitesse
sont
de k k dy _ k

& K _ " L
G T Heotgl — o ==
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En dérivant de nouveau ces formules par rapport au temps, et

d .
en remplacant 7 par —if— et %’% par la formule (9), on obtient les
composantes de I’accélération
d*x k* cosf 1
== _ A — (- ———
gF = gmpTgln A T e 008 ’>< ¢ r>
d2y k?

I :c‘_,sine(r—)\——ccose) .

Remarquons que

cos 0 1 €r—c sin 0
e = rsinf =
c r re ’ Yo

de sorte qu’on peut écrire les formules précédentes sous la forme

d’x . k2 ; 6) xr — C
G = einzp N e 008 r
d*y k* . Y
Jf = Fsingg " A ccos )
ou encore
- k2 A cos 6\ —
J == Efsfiﬁg—é </1 === _+Cr 08 >PM . (10)

Si I’on remplace r par la formule (6) on a

. %
A -4 ccos b c? sin2 6

— Ak 4+ ¢ cosb) sinh tgg—g—

r - - C‘Z

Y

et par suite

- 2 X 5. 24
F— — Pl apit ety

PM 11
2 ¢ ¢t sin 6 9 ’ (1)

Remarquons que la formule (10) est générale, tandis que la
formule (11) n’est valable que si 2 2% + ¢. Pour avoir des for-

mules analogues pour —j, dans le cas A = = ¢, il suffit de remplacer

dans la formule (10), —i— par la formule (7) ou (8).
7. — Etudions un cas particulier. Supposons dans la formule
(6) que la constante d’intégration A est nulle. La trajectoire se

réduit alors & la conique

1 __X—ccose

r- A —
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et la formule (11) montre que le point M décrit cette conique avec
~une accélération qui passe par le centre P de la conique et qui
est proportionnelle & la distance PM.

On sait que si un point M décrit une conique avec une accéléra-
tion passant par le centre de la conique et proportionnelle & la
distance du point M au centre, la vitesse angulaire du point M
autour d’un foyer de la conique est inversement proportionnelle
a la distance du point au foyer.

Dans ce paragraphe nous avons étudié la réciproque de cette
propriété et on voit combien les résultats obtenus sont généraux.

Les courbes décrites par un mobile M suivant la loi des aires
et dont la vitesse angulaire autour d’un point O est inversement
proportionnelle a la distance OM, sont représentées en général par
I’équation (6). Seulement dans le cas A = 0, cette trajectoire
est une conique et I’accélération est proportionnelle a la distance
du point M au centre de la conique.

A ce point de vue, on peut regarder les courbes représentées par
Uéquation (6) comme généralisant les contques d centre.

8. — Nous allons maintenant établir une propriété géomé-
trique des courbes représentées par 'équation (6), qui montrera
qu’on peut regarder ces courbes comme généralisant les coniques
a centre, aussi & un autre point de vue.

On sait que si M est un point d’une conique a centre, O son
foyer et T le point de rencontre de la tangente en M & la conique
avec son grand axe, on a

OT =

cr
a 4 r

(12)

ou r est le rayon vecteur OM, 2¢ la distance focale et 2a le grand
axe.

Démontrons que les courbes représentées par 1’équation (6)
et aussi par les équations (7) et (8) jouissent d’une propriété
analogue. :

Désignons par V I’angle que fait la tangente en. M & la courbe

représentée par I’équation (6) et par Q son point de rencontre
avec Oz. On a

U

r

1
to —_—
cogv_r

&y
[l

L'’Enseignement mathém., 31¢ année, 1932,
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De I’équation différentielle (5) nous déduisons que

1 d/"__ r—~7\7—r~ccos6
rodb ¢ sin
de sorte qu'on a
cosV__r—~7\~ccos6
sin V. ¢ sin #

ou A
(r—72)sinV = esin (V + ) .

Mais dans le triangle OMQ on a

0Q OM r

sinV _ sin(V + 6)  sin (V + 6)

et si nous remplacons dans la formule précédente, sin V et
sin (V - #) par OQ et r, nous obtenons la relation

cr

0Q =

?

P — A

tout & fait analogue & la relation (12).
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