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SUR LA POLAIRE GENERALISEE,
ET SUR LA COURBE MOYENNE DE DEUX CERCLES

PAR

R. Harmecwnies (Paris).

Le présent travail fait suite au mémoire de M. d’Ocagne
«Sur la polaire généralisée ». M. d’Ocagne a bien voulu me
proposer de chercher une solution géométrique pour quelques uns
de ses résultats; c’est I'objet de la premiére partie. La deuxiéme
partie est consacrée a une généralisation de I'un de ces résultats;
elle aboutit a wune propriété intéressante, et probablement
nouvelle, de la courbe du trois-barres.

I. POLAIRE D’UN POINT PAR RAPPORT A UNE DROITE
ET UN CERCLE.

1. — D’apres la définition méme de la polaire généralisée,
la polaire du point O par rapport & une droite (M,) et & une courbe
quelconque (M;) est une courbe (M) homologique de (M,),
O et (M,) étant le pdle et ’axe d’homologie. Si dong, la conique
(M) et le point O étant donnés, nous cherchons le cercle et la
droite qui leur sont polairement associés, cela revient & chercher
une homologie de pole O qui transforme la conique en cercle.
Désignons par I et J les points cycliques, par = et 3, =’ et 37, les
points d’intersection avec la conique des droites OI, OJ (nous
supposons que le point O n’est pas sur la conique, ni sur la droite
de I'infini); I'axe d’homologie sera évidemment homothétique

par rapport a O, dans le rapport —;—, de I'une des droites, aa’, '3,
88", Bra.

Transformons maintenant la figure par polaires réciproques
par rapport & un cercle de centre O ; les points «, 3, «’, 3’, donnent
les tangentes isotropes de la conique transformée; les droites
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aa’ a'f, BB, B'e, donnent les foyers de cette conique, dont deux
sont toujours réels, et deux toujours imaginaires. Une conique
réelle donnée est done, en général, doublement polaire d’un point

“réel quelconque de son plan par rapport a un cercle réel et une droite

réelle associés a ce point (Cf. d’Ocagne, n° 13).

Si le point O est sur la conique (M,), on trouvera de méme
une solution unique, toujours réelle. Si le point O est & I'infini,
on. verra sans difficulté que la courbe doit étre une ellipse, et que,
sia et b désignent les demi-axes, on doit avoir @ > 26; la direction
du point O est alors définie par ccos® = + y/a(e — 20)
(¢ == o — b?); & chacune des deux directions ainsi définies
correspond une infinité simple d’axes d’homologie, tous paralleles.

2. — L’interprétation donnée ci-dessus permet de discuter
facilement le cas ot O déerit un axe de la conique (M;). Deux
des droites eca’, o', 53", 3’2, sont alors perpendiculaires & cet axe;
nous pouvons toujours supposer que ce sont les droites a2’. 35",
La droite «f3’, par exemple, s’obtient alors en prenant les points
d’intersection avec la conique des droites £a et 837, qui ont toutes
deux une direction fixe. I’enveloppe de 23’ est donc une conique
bitangente a (M,) en ses points & Uinfini; I'enveloppe de «'f3,
symétrique par rapport a I'axe considéré, est la méme conique;
il suffit de placer O en I'une des extrémités de ’axe pour voir que
cette extrémité est un foyer de la conique trouvée; si ’on place O
en I'un des foyers porté par ’axe, on voit que la conique trouvée
est tangente & la directrice correspondante.

En définitive, Penveloppe des cordes communes & une conique
a centre (M,) et @ un cercle de rayon nul dont le centre décrit un axe
de la conique, est une conique homothétique et concentrique d la
conique donnée: elle admet pour foyers les sommets de (M) portés
par Uaxe considéré, et pour tangentes aux sommets les directrices de
(My) perpendiculaires a cet axe.

Le cas ou la conique (M,) est une parabole se traite sans
difficulté et donne le résultat suivant: Penveloppe des cordes
communes a une parabole (My) et a un cercle de rayon nul dont le
cenlre décrit U'axe de la parabole, est une parabole qui se déduit

de (M,) par une translation équipollente d ?g, E et S étant le foyer et
le sommet de (M,).
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Remarquons enfin. que les cordes 23’ et «’{3 se coupent au
pied O’ de la polaire de O, sur I’axe considéré. Il en résulte
immediatement que, si (M,) est une ellipse, ces cordes sont réelles
ou imaginaires suivant que O’ est extérieur ou intérieur a ’ellipse
enveloppe de ', c¢’est-a-dire suivant que O est intérieur ou
extérieur au segment qui joint les foyers; si (M,) et une hyper-
bole, c’est I'inverse qui est vrai. Si (M,) est une parabole, les
cordes «f3' et '3 sont réelles quand O est porté par le segment
qui joint F au point & 'infini de la parabole, & Pintérieur de
celle-ci.

II. COURBE MOYENNE DE DEUX CER{LES.

1. — M. d’Ocagne a montré (loc. cit., n° 13) que linverse
d’une conique (ou, ce qui revient au méme, une podaire de coni-
que) peut étre définie, de deux manieres, comme la courbe
moyenne, par rapport a son point double, de deux cercles réels
dont I'un passe par ce point double. Proposons-nous de chercher
la courbe moyenne de deux cercles quelconques par rapport a un
point quelconque O, non situé sur ces cercles.

Nous désignerons par C; et G, les centres des deux cercles, par
A et By, A, et By, les points ol les deux cercles sont coupés par
une sécante issue de O. Une telle sécante donne quatre points
du lieu. D’autre part, O est évidemment point double, les
tangentes en O étant les deux droites (en général distinctes) qui
passent par les points communs & 'un des cercles et au symé-
trique de I'autre par rapport & O; une difficulté pourrait s’élever
relativement aux droites isotropes issues de O, mais nous
verrons plus bas que ces droites donnent en général des points
de la courbe distincts de O; le cas d’exception se traiterait par
passage a la limite. La courbe est donc du sixieme degré. Elle a deux
autres points doubles correspondant aux sécantes issues de O
qui déterminent des cordes égales sur les deux cercles.

Les seuls points a U'infini possibles sont les points cycliques
I et J. Cherchons & déterminer les tangentes en ces points. Une
sécante issue de O, et voisine de OI, coupe les cercles en A; et A,
(& distance finie, si O n’est pas le centre de I'un des cercles) et en,
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B, B,, voisins de I; elle coupe la droite de Vinfini en X. Les
quatre points correspondants de la courbe sont les conjugués
harmoniques de X par rapport aux couples A;A,, A;B,, BiA,,
B,B,. Le premier est & distance finie, c’est le milieu de A; Ay;
Jes deux suivants, que nous désignerons par M; et M,, sont tres
voisins de X ils tendent vers I. Le dernier point, conjugué de X
par rapport & By et B,, sera désigné par Mj; il est sur la droite
conjuguée harmonique de IX (ou IJ) par rapport a 1B, et IB,.
A la limite, IB, et IB, tendent vers les asymptotes IC; et 1C,
des deux cercles: la limite de 1M, passe done au milieu o de G; Gy
si O nest pas le milien de G, Cy, le point Mg tend donc vers 1 et la

Limite de IM; est T, On trouve de méme, en J, une tangente J o,
de sorte que le point w est foyer singulier de la courbe.

Cherchons enfin les limites de IM; et IM,. On voit, comme
ci-dessus, qu’elles passent respectivement par les milieux de
A, G, et A,Cy. Si OJ coupe les cercles en A) et A’ & distance
finie, on trouve de méme en J deux tangentes passant respec-
tivement par les milieux de A;C et A’ C; il en résulte sans diffi-
culté que les milieux v, et w, de OC; et OC, sont foyers singu-
liers de la courbe. Les seuls foyers singuliers réels sont évi-
demment », o, et w,.

Il résulte de ce qui précede que I et J sont des points triples
a tangentes distinctes (avec les restrictions faites, et en supposant
encore que les deux cercles ne soient pas concentriques). En
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définitive, étant donnés deux cercles de cenires distincts C, et C,,
et un pownt O qui n’est pas situé sur ces cercles, ni au centre de l'un
d’eux, ni au milieu de C;G,, la courbe moyenne des deux cercles
par rapport au pole O est une sextique tricivculaire, ayant un point
double en O et deux autres points doubles a distance finie, les trois
foyers singuliers réels sont les milieux des cotés du triangle O Gy C,.

Si O est au centre de I'un des cercles, la courbe est une
conchoide de cercle et on trouve, en chaque point cyclique,
une tangente ordinaire et une tangente de rebroussement; il en
est de méme si les deux cercles sont concentriques, O n’étant
pas au centre.

S1 O est au milieu de C; Cy, la courbe comprend les deux droites
1sotropes 1ssues de ce point, et il reste une quartique bicirculaire;
un calcul facile vérifie ce résultat et montre que la quartique est
un ovale de Cassini quand les deux rayons et la distance des
centres satisfont a ’équation

(2]

d ;
Z —R*+R?.
&
Si O est au milieu de C; C,, et en méme temps sur 'un des
cercles, le quartique dégénere en deux cercles.

2. — On sait ! que la courbe du trois-barres est une sextique
tricirculaire ayant trois points doubles & distance finie.

La question se pose tout naturellement de savoir si la courbe
moyenne de deux cercles peut-étre engendrée par un trois-barres.

Rappelons encoie (loc. cit,) que, si un point M est invariable-
ment lié & la bielle a; a, d’un trois-barres w;a;a,», et st l'on
construit le triangle o, w, directement semblable & a,Ma,, les
points w, »; et o, sont les foyers singuliers réels de la courbe
décrite par M. Enfin, les trois points doubles sont sur le cercle -
0 0 .

Si nous voulons que la courbe moyenne de deux cercles
puisse étre décrite au moyen d’un trois-barres, une premiére
condition sera donc que les milieux des cotés du triangle O G, G,
foyers singuliers réels de la courbe, soient sur un méme cercle

1 Voir M. d’OcAGNE. Cours de Géoméirie de I’Ecole Polytechnique.
R. BricArD. Legons de Cinémalique.
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avec O. Cela entraine que P’angle G, OC, soit droit; il en est alors
de méme de l’angle 0 W0, .

Considérons maintenant un trois-barres, et un point M hié
4 la bielle a, a, de maniére que angle a, Ma, soit droit; exprimons
que la courbe décrite par M passe par le point O tel que les
triangles M a; a, et Ow,m; soient directement semblables ;
soit O a; a, la position correspondante du triangle M a; a,.
La similitude des triangles O a;a, et O»,», entraine celle des
~triangles Oa;m, et Oay,»,; angle de cette derniére similitude
étant droit, il en résulte que v, a, et »,a; sont rectangulaires. Le
quadrilatére o, a,a,», a donc ses diagonales rectangulaires,
et on sait que cette propriété se conserve quand le quadrilatere
se déforme.

En définitive pour que la courbe moyenne de deux cercles puisse
étre engendrée par un trois-barres, il est nécessaire que l'angle
C; OC, soit droit, pour que la courbe engendrée par un pownt M
lié a la bielle d’un trois-barres w, a, ay», puisse étre la courbe
moyenne de deux cercles, il est nécessaire que le trois-barres ait ses
diagonales rectangulaires et que Pangle a,Ma, soit droit.

Nous allons voir que, dans les deux cas, on peut dire « il est
nécessatire ¢t suffisant ».

3. — Les points doubles différents de O, pour la courbe
moyenne de deux cercles, sont les projections du milieu » de
C; Gy sur les droites issues de O qui déterminent dans les deux
cercles des cordes égales; ils sont donc situés sur le cercle de dia-
metre Ow. Dans le cas ou I’angle G, OC, est droit, les deux droites
précédentes ont évidemment pour bissectrices OC; et OGC,; les
deux points doubles sont alors symétriques par rapport au
diametre o, =, du cercle Omo, w,: de plus, ils sont sur axe radical
des cercles (C,) et (G,).

Appelons I le point de rencontre des diagonales d™un trois-
barres , a, a,, & diagonales rectangulaires et soit a; M a, un
triangle rectangle en M. Deux points doubles de la courbe décrite
par M correspondent aux positions ou M coincide avec I, puisque
M est alors sur le cercle w,mm,. I1 est facile de voir que ces deux
points doubles sont symétriques par rapport & m, w,; soit, en effet,
m a », la position symétrique de », a, a,», par rapport & o, v,
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elt Eoét a'l' le symétrique de a; par rapport & I’; le triangle
I'a a, est semblable & 1a,a,; 1’ est donc point double comme 1.

Inversement, donnons nous les points O, », o, »w, aux sommets
d’un rectangle, et les points doubles D et D’ symétriques par
rapport & ;m,. Si deux cercles de centres C; et C, ont pour
axe radical la droite DD’, leur courbe moyenne relative
a O admet pour points doubles O, D et D’. De méme, si I’on prend
a, sur w, D et a, sur o, D, tels que les triangles Da, a, et w 0,0,
solent directement semblables, Ie point M lié & a; a, qui coincide
avec D, décrit une courbe qui admet pour points doubles O, D
et D', quand on déforme le trois barres m,a,a,», .

Les deux courbes ainsi définies ont en commun deux points
triples aux points cycliques avec les mémes foyers singuliers,
donc les mémes tangentes, et trois points doubles; chacun des
points triples compte pour 12 points d’intersection, et chacun des
points doubles pour quatre; on a donc 36 intersections, et si les
deux courbes ont un autre point commun, elles coincident.

Nous prendrons pour axes des z et des y les droites w;w, et

DD’ et nous exprimerons que les deux courbes passent par le point
H (0, 2) de DD’. Nous poserons

(')1 Cll == ll 5 (‘)2a2 === l2 3 CIC2 p— 20)1(1)2 — d 5 dlaz = )\ 5
VAN N N
mww;o, = Daya, = a , Dw,o, = o .

Si la courbe déerite par le point M, lié au trois-barres, passe
en H, il existe un triangle H o2, directement égal & D a,a,,
et tel que wya, = wya,, ;2 = w;a;. Les coordonnées de o, et
o, sont respectivement

S)\COSaCOSx g~)\sinasinaz,

%y

[od
1 . .
/h+)\cosasmx {h + Xsinzcosax .

Nous aurons donc

2
2 2 _ d 2 32 2
b = wy @, = 5 00879 + A% €OS° a
d 2
= ()\ cos & COS x -+ 3 eoszc,o> + (h 4+ * cos a sin x)? .
. (1)
l; == mzazz = —Z—Sing@ + 22 Sinza

2
— <)\ sin a sinz + (Q{ sin? go) + (h + % sina cosx)? .
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Ces équations donnent

2

z

—[:sin2 o cos?o — h® = hd cOs @ oSz c0s* ¢ + 21k COS @ sinz

2 .
—Czi—sin‘ch cos?o — h? = Ad sina sing sin*¢ 4+ 2Ah sina cosz ,

et I’élimination de xz donne facilement
1612 sin® a cos? 2 = 4h® — 4dh Sin « coS a
+ d?(cos? a cos*¢ + sin®asintg) .
D’autre part, nous avons
T d? d . 2
G, H? = - (cos? < + sin®a)® <h — 5 Sina cos «
et, par suite

1622 sin? o cos?a — 4G, H? = — d? sin® « cos®

+ d?(cos?a costo -+ sin?a sinte) — d?(cos® ¢ 4+ sin® )’

d’ou on tire facilement

622 sin? o cos?a = G, H® — d? sin?« cos?s .

La premiére équation (1) donne alors, en posant G H = R,

R,
T 2sina

1

et on obtient de méme, en posant Cy; H = R,

_ R
T 2cosa

2

Enfin, les 4quations (1) donnent

2 2 d? .
Zl+l2:z+/\2.

Ces relations permettent de passer de la génération de la courbe
comme courbe moyenne de deux cercles, a la génération par un
trois-barres, et inversement. Elles résolvent complétement la
question posée.
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