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SUR LA POLAIRE GÉNÉRALISÉE

PAR

M. d'Ocagne (Membre de l'Institut, Paris).

Généralités.

t. — La généralisation, que nous avons ici en vue, de la polaire
d'un point par rapport à une conique résulte de la substitution
à cette conique d'un système de deux lignes quelconques (Mx) et

(M2). Si donc une droite issue du point 0 rencontre ces courbes

aux points M1 et M2, le point M de la polaire situé sur cette droite
est le conjugué harmonique de 0 par rapport à et M2, c'est-
à-dire le point M tel que (bien entendu, en tenant compte du

sens des vecteurs)
2

—
1 1

(1)
OM ~ ÖM~ + OM,

' 1 '

Il est clair que, si M', M^, M2 constituent une autre position
quelconque de ces trois points, les droites MM', M1M1, M2 M2,

qui joignent les points correspondants de deux divisions harmoniques

ayant en commun le point 0, sont concourantes. Lorsque
les droites OM et OM' sont infiniment voisines, on en déduit que
les tangentes en M, M1 et M2 aux courbes que décrivent ces points
sont concourantes.

Si les points M1 et M2 sont symétriques par rapport à 0, le

point M est rejeté à l'infini sur la droite joignant ces points.
Les directions asymptotiques de la courbe (M) sont donc données

par les droites joignant le point 0 aux points de rencontre d'une
des courbes (Mx) ou (M2) avec la symétrique de l'autre par
rapport à 0. La propriété des tangentes qui vient d'être énoncée



32 M. D'OCAGNE

montre, en outre, que l'asymptote répondant à une des directions
ainsi déterminées est constituée par la parallèle à cette direction,
menée par la rencontre des tangentes aux points et M2,

symétriques par rapport à 0, qui lui correspondent.
Il suit de là que, si les courbes (Mx) et (M2) sont algébriques,

d'ordres nx et //2, la courbe (M) admet, en général, n± n2 directions

asymptotiques et est, par suite, d'ordre nx n2. En particulier,

si l'une des lignes (MJ ou (M2) est droite, la polaire est de

même ordre que l'autre.

2. — Si l'on prend, par rapport au pôle 0, les inverses (M/),
(M/) et (M') des lignes (Mx) et (M2) et de la polaire (M), on a,
entre les vecteurs de ces trois dernières, la relation

2 OM' » OMi 4 OMg

qui montre que le point M' est le milieu de M/ M/, ce pourquoi
la courbe (M') peut être dite la moyenne de (M/) et (M/) pour le

point 0.
Remarquons que si (M") est l'homothétique de (M') par

rapport à 0, avec le rapport d'homothétie 2, auquel cas, il y a,
au point de vue de la nature géométrique, identité entre (M')
et (M"), on a

OM" OMi + OM2

ou, si (IVf est la symétrique de (JVT) par rapport à 0,

OM" OMi — OM2 M.MÎ

Lorsque la ligne (M^) est droite, cette égalité définit la eissoïdale
de la courbe (Mf) pour le point 0 et la droite (M/).

3. — Rendons-nous compte maintenant de la façon dont le

centre de courbure m répondant au point M de la polaire se

déduit des centres de courbure mx et rn2 répondant aux points
Mx et M2. Pour cela, à titre de lemme, nous allons établir le lien
qui existe entre le centre de courbure m et la tangente à la
courbe que décrit l'extrémité de la sous-tangente polaire de (M),
c'est-à-dire le point de rencontre T de la tangente en M et de la
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perpendiculaire élevée en 0 à OM 11 qui, d'autre part rencontre

la normale à la même courbe en N (fig. 1).

La normale à la courbe (T) coupant en N' la normale MN

à l'enveloppe de MT, une formule bien connue de Mannheim
donne pour le rapport des arcs infiniment petits d (M) et d (T)
décrits simultanément par les points M et T

d (M) _ Mm
d(T) ~ TN' '

Mais les droites rectangulaires OM et OT tournant ensemble du
même angle on a aussi, MN et TN" étant les normales polaires
correspondantes,

d(M) MN.dto d (T) TN ".dm

Il s'ensuit que
Mm _ TINT

MN ~ TN7' '

1 La courbe (T) constitue une adjointe infinitésimale de la courbe (M), au sens défini
dans mon mémoire du Bulletin de la Société mathématique de France (t. LU, p. 132 et
395). Le nouvel exemple ici traité serait à joindre à celui qui figure au n° 7 de ce mémoire.
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Or, si la perpendiculaire éle

0m en K, on a

Mm
__

LK
MN ~ LT '

Donc
LK
LT

:

ée en T à TM coupe OM en L et

TN'
__ JLM

TN"~ LN"'

LM
LN7' '

ce qui montre que MK est parallèle à TN", autrement dit
perpendiculaire à la tangente TT' en T. Ainsi, les perpendiculaires
menées par chacun des points M et T à la tangente répondant à

Vautre se coupent sur la droite qui joint le point 0 au centre de

courbure m. De là le moyen, si l'on connaît le centre de courbure

m, d'en déduire la tangente TT7 et vice versa.
Ce lemme étant établi, remarquons que si « est l'angle que

OM fait avec l'axe 0#, on a

/ 1 \ d.OM ON.do>
__

ito
VOM; " oM2 ~ ÖM2 OT

*

Appliquant cette formule à la différentielle de (1), en appelant
0T1 et 0T2 les sous-tangentes polaires de (Tx) et (T2), on voit que

2 11ÖT 0T\ +
OTa ' (2)

c'est-à-dire que (T) est aussi la polaire de 0 par rapport à (Tx)
et (T2); par suite, les tangentes à ces trois courbes sont concourantes

et la question que nous nous étions posée est résolue.
En effet, la construction précédente permet de déduire des centres
de courbure m1 et m2 les tangentes en T1 et en T2 dont le point
de rencontre joint à T donne la tangente en T, et de cette

tangente on déduit le centre de courbure m.

Polaires par rapport a cercle et droite.

4. — Les cas où les courbes (Mj) et (M2) sont un cercle et une
droite — où, par suite, d'après la fin du n° 1, la polaire (M) est
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