
Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Herausgeber: Commission Internationale de l'Enseignement Mathématique

Band: 30 (1931)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Artikel: SUR LES FAMILLES CROISSANTES DE SOUS-ENSEMBLES D'UN
ENSEMBLE DÉNOMBRABLE

Autor: Sierpiski, W.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-23891

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 26.11.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-23891
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


240 W. SIER PINS KI
(III). H. Hopf, Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem. Math. Annalen,

95 (1925).
(IV). P. Koebe, Riemannsche Mannigfaltigkeiten und nichteuklidische

Raumformen (1. Mitteilung). Sitzungsher. Akad. d. Wissensch.
Berlin, 1927.

(V). Cf.: W. Blaschke, Differentialgeometrie, I (Berlin, 1921), § 84.
(VI). Cf.: Blaschke, l. c., § 64.

(VII). W. Rinow, Ueber Zusammenhänge zwischen der Differential¬
geometrie im Grossen und im Kleinen; Dissertation Berlin 1931,
Math. Zeitschrift (sous presse).

(VIII). H. Hopf, Die Curvatura intégra Clifford-Kleinscher Raumformen.
Nachr. d. Gesellsch. d. Wissensch., Göttingen, 1925.

(IX). E. Cartan, La géométrie des groupes simples. Annali di Mat. (4),
4 (1927).

*

(X). H. Hopf, Ueber die Curvatura intégra geschlossener Hyperflächen
Math. Annalen, 95 (1925); Vektorfelder in rcdimensionalen
Mannigfaltigkeiten. Math. Annalen, 96 (1926).

(XI). W. Rinow, Ueber Flächen mit Verschiebungselementen; H. Hopf
und W. Rinow, Die topologischen Gestalten differentialgeometrisch

verwandter Flächen; Math. Annalen (sous presse).

SUR LES FAMILLES CROISSANTES

DE

SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE DÉNOMBRABLE

PAR

W. Sierpinski (Varsovie).

Une famille F d'ensembles est dite croissante, si de deux
ensembles de la famille F un est toujours une partie aliquote
de l'autre. Une telle famille peut être ordonnée d'après la grandeur

des ensembles qui la constituent, c'est-à-dire de deux
ensembles de la famille F celui est regardé comme précédent

qui est la partie aliquote de l'autre. A toute famille croissante

d'ensembles correspond ainsi un type d'ordre L

i En ce qui concerne les types d'ordre, voir par exemple mon livre Leçons sur les

nombres trans finis, chap. VII. Paris, Gauthier-Villars, 1928.
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Soit D un ensemble dénombrable donné, par exemple
l'ensemble de tous les nombres naturels. Dans cette note nous
traiterons la question suivante:

9 étant un type (Tordre donné1 quelle est la condition nécessaire

et suffisante pour qu'il existe une famille croissante du type 9 de

so us-ensembles de D

Nous prouverons que cette condition est que 9 soit un type
d''ordre d'un ensemble de nombres réels ordonné d'après leur
grandeur.

La condition est nécessaire. En effet, soit F une famille croissante

de sous-ensembles de D. Soit E un sous-ensemble donné de

D, par exemple l'ensemble de nombres naturels (différents)
7?1, 7Z2, 72g, Posons

— ce sera évidemment un nombre réel positif < 1.

Il est évident que si H est un autre sous-ensemble de D et si
E < H, on a /(E) < /(H). La famille F est ainsi semblable à

l'ensemble de tous les nombres réels /(E) correspondant aux
ensembles E de F.

La condition est suffisante. En effet, soit X un ensemble donné
de nombres réels. Soit

une suite infinie formée de tous les nombres rationnels
(différents). x étant un nombre réel donné, désignons par E(^)
l'ensemble de tous les indices 77, tels que

On voit sans peine que si x < y, E (x) est une partie aliquote
de E (y) (puisque, si x < y, l'inégalité rn < x entraîne rn < y,
et, d'autre part, il existe un nombre rationnel rfe, tel que
x < rk < Vi d'où résulte que k appartient à l'ensemble E (y)
sans appartenir à E (rc)). La famille F de tous les ensembles E(rc)
correspondant aux nombres x de l'ensemble X est donc une
famille de sous-ensembles de D qui est semblable à l'ensemble X
ordonné d'après la grandeur de nombres qui le constituent.

/ (E) — 4" — "4
V ' 2ni 2TCa

fi, rs,

rn < x
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Notre assertion est ainsi démontrée.
Voici maintenant un problème connexe à celui que nous

venons de résoudre:

<}> étant un type Pordre donné, quelle est la condition nécessaire
et suffisante pour qu'il existe une famille croissante du type y
formée Pensembles dénombrables

On peut démontrer sans peine que cette condition est que o

soit un type Pun sous-ensemble Pun ensemble ordonné du type
(1 ~f (où A désigne, comme on sait, le type d'ordre
d'ensemble de tous les nombres réels et 0 le plus petit nombre
transfini de la troisième classe).

Voici un exemple d'un tel ensemble. Soit U l'ensemble de tous les
symboles de la forme

a + x

où a est un nombre ordinal < Q et x un nombre réel, tel que 0 < 1.
Ordonnons l'ensemble U d'après la convention que

a + x < ß + y

si ce < ß, ou bien si a ß, x < y.
Le type d'ordre de l'ensemble U est (1 + X) Q.
L'ensemble ordonné U jouit de la propriété remarquable suivante: quels

que soient les éléments u et v > u de U, l'ensemble de tous les éléments
t de U, tels que u < t < v est du type A (c'est donc une propriété
commune avec l'ensemble de tous les nombres réels, et, plus généralement, avec
les ensembles des types A, 1 + A et A -f 1 : cette propriété n'est donc pas
caractéristique pour ces trois types).
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