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94 P. C. DELENS

des congruences de normales attachées aux points d’une surface (je
ne dis pas les normales de la surface).

Il est connu que les réseaux cerclés de courbes d’une surface se
transforment les uns dans les autres par les représentations conformes
de la surface: nous nous contentons de quelques indications sur cette
théorie récente.

X. Comme nous l’avons fait dans notre premiere Etude, nous
montrons comment les invariants et opérateurs des formes et équa-
tions quadratiques se rattachent & ceux de formes et d’équations
linéaires; au double faisceau de courbes défini par une équation
quadratique, on doit, au point de vue géométrique, joindre d’abord
la considération des faisceaux bissecteurs et du faisceau formé par
les courbes le long desquelles ’angle 24 du faisceau initial est constant.
Ici encore, on retrouve des formes normales et un d*s? canonique.
Pour l'isothermie, on peut considérer une hémi-isothermie et une
holo-isothermie.

XI. Nous sommes maintenant en présence de deux faisceaux du
2me ordre, celui des lignes minima et le faisceau «(*) = 0 & conserver;
pour les formes correspondantes ds? = W2du dv et « = C2d&dy,
il est intéressant de montrer les relations entre les invariants calculés
a partir des changements de variables portant soit sur u, ¢, soit sur
£, . Cette symétrie du probléme a déja été préparée dans les numéros
précédents: elle prépare son extension a des questions analogues, ou
ne figureraient plus nécessairement les lignes minima.

Les méthodes exposées peuvent aussi se prolonger pour I’étude de
formes et d’équations différentielles de degré supérieur.

I. NoTATiIONS — PRELIMINAIRES.

1. Le ds® d’une surface étant pris sous la forme
ds? = W2dudy = W?(dX? 4 dY?) (1)

les paramétres u, ¢ sont ceux des lignes minima de la surface, et les
variables X, Y telles que

1
guzX—[—iY X:E(u—}—v)
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sont des paramétres isothermiques (ou isométriques). Un changement
de variables

i = U(u) p = V (v) (3)

réalise une représentation conforme (directe) de la surface, autre-
ment dit une transformation conforme superficielle; de telles trans-
formations constituent une application importante de la théorie des
transformations a variables séparées, dont nous avons commence
I'étude dans un précédernt Mémoire (Lquivalences).

Nous considérons en général des variables X, Y réelles, donc des
variables u, ¢ imaginaires conjuguées (coordonnées symétriques); pour
les courbes réelles tracées sur une surface réelle, ou du moins celles
données, avec des variables réelles, par des équations a coeflicients
réels, il v a lieu de modifier les notations et les résultats déja acquis
pour mettre en évidence, autant que possible, des invariants réels.
Nous sommes ainsi amené & faire usage des parametres différentiels
de la théorie des surfaces.

D’autre part, il est parfois préférable d’établir entre les variables,
u, v, X, 1Y des relations plus symétriques que celles des formules (2),
soit

1

Vi

vo= —— (X — 1Y) Y = (@ — )
\/2

(2)

Pour ne pas charger les formules de coefficients ¢ auxquels on pour-
rait donner ensuite, suivant les cas, les valeurs 1 ou 4/2, nous en res-
terons aux notations (2), en remarquant qu’on passerait aux formules
(2') par la transformation

u
I_l — — Y = —— (3’)
V2 V2
ne modifiant pas les invariants que nous allons calculer, et introdui-
sant pour les comitants (covariants, contrevariants, etc.) des change-
ments simples.

2. Les dérivées partielles par rapport a des variables u, v, X, Y, , g,
seront indiquées par des indices inférieurs, par exemple

02 f p of 02z .
- T Z == - ) etc.,
X d g d3fdg

fu = T fuv:

L

duody
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et nous écrirons sous les formes suivantes les principaux paramétres
différentiels employés !

L,

Af—- N 2(/;ng+fuzu) _Qi(/.uzv_fuzu)

Wwe A'(f, z) — W2 ®,(f’ Z) —_— e W2

()

parametres du 1°r ordre, donnant la relation connue

N A + 071 2 = Af.az. (%)

Les paramétres du 2¢ ordre d’une fonction f sont ensuite

4
Af = TI"; A'f = AAf A'f=A(f, Af)  O"f= O'(, Af)
(6)
liés par la relation
ATf2 4 Q7[R = Af. A% . (7)

On a d’ailleurs, dans le cas W2 = 1, pour les numérateurs de cer-
taines des expressions précédentes

Aof = 4f 0, = tx+1r Dol = 4fp = fea+ fya

A;(/', 7)) = 2(f,3, + f,2,) = Ix2g + [v3 )
! ) ; .D(f, D(f.
®0(f’ 5) = — 2i{fyz, — 1,2,) = fx3y — Iy2x = — 2Ll)((uf, i; - 1)(,<‘§/, Zl))

formules qui permettent le développement des calculs et leur véri-
fication, pour les expressions indépendantes de W2 obtenues dans la
géométrie de la représentation conforme.

A coté des expressions précédentes, citons encore les suivantes,
également entiéres par rapport aux dérivées partielles des fonctions
auxquelles elles se rapportent

A2f — 2A"f. NS

Nf = A"f— 2A1.Af N = Y; (9)
et, pour W2 = 1, les développements
Orf = — 8ill,aly — fafn)  Dof = 8Ualy + file — 2fuelf,) o
Sof = 2i04(f,. 1) = — Oollx. f3)

1 A nos notations Af, A’(f,z), ©'(f,2), Af, £f correspondent les notations dp
Darboux af, A(f,z), O(f, 2), Dof, 0(f) ce dernier paramcetre ¢tant Cerit
-Agof par L. Bianchi.
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En introduisant une fonction g telle que

— (//Y gu = l(//‘u
s s = wf,

I
A
|

(1)

—
g
A

1

l

"5y
<«

la fonction ¢ est astreinte & vérifier I'équation aux dérivées partielles
A+ A, logq) = 0 (12)
et I'on a, entre autres relations
@'g = ¢Tf . (13)

Nous introduirons, chemin faisant, les expressions utiles pour la
agtométrie conforme, c’est-a-dire la géoméirie de la représentation
conforme, que nous désignerons dans la suite sous ce nom.

3. Sans développer ici les méthodes de calcul géométrique (calcul
vectoriel), nous rappellerons que si la surface considérée est décrite
par le point variable m, de masse unité, fonction des variables u, ¢
ou X, Y, une fonction géométrique (scalaire ou vectorielle) de ce
point donne naissance aux fonctions dérivées superficielles

Vi = ﬂ V2(b — & (I; etc.
dm dm-

Pour des vecteurs a, b, de la surface (a ds? donné), on peut considérer
]
les produit et carré intérieurs a x b, ax, le produit exiérieur [ab]; les
relations entre les produits intérieur et extérieur sont mises en évi-
dence au moyen du verseur J, produisant la rotation directe d’un
angle droit du vecteur qui lui est soumis.

Pour l'exploration de la surface au moyen d’un repére associé au
point m, et formé avec deux vecteurs unitarresd et t = Jd, considérons
le cas ou le vecteur d a la direction et le sens du gradient y/f d’une
fonetion scalaire f1; alors

Y= A/Ard = d—{gd
} A(f, z) = V) x V3 produit intérievr de gradients (14)
(' (f, 5 = |V/. Vi3] produit extérieur de gradicnts
A= div\y divergence de gradient.

1S8idalesens oppos¢ de Af, la détermination du radical \/—A? est & changer.

L’Enscignement mathém., 30¢ année; 1931, 7
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Dans le cas ou l'on considére deux vecteurs a et b= Ja d’un
stmilt-repére, on a d’ailleurs (les rotationnels étant superficiels)

diva = roth divh = — rota , (15)
et pour un gradient yf on a toujours la condition d’intégrabilité
rotVf = 0. (16)

On connait d’autre part (Thése) les relations entre les notations
vectorielles: produit extérieur de vecteurs, rotationnel — et celles
introduites par M. E. Cartan pour les formes de Pfaff: produit
extérieur, différentiation extérieure; elles tiennent essentiellement
aux formules

sdf:fodm
[ ® = a x dm = zdf a=aVf.

Aux formules (11) correspond, en calcul vectoriel
Vg = qIVf (11)

et (12) s’en déduit en prenant les rotationnels des deux membres.

II. INVARIANTS ET OPERATEURS DIFFERENTIELS
D'UNE FORME DE PFAFF.

4. Nous dirons que les courbes intégrales d’'une équation de Pfaff
w = o forment sur la surface un faisceau (simple); la donnée d’une
fonction f de u, ¢ (ou de la variable géométrique m) est équivalente
a celle des intégrales f = const., prises individuellement, de I’équation
df = 0; au contraire, la donnée d’une équation de Pfaff @ = adf =0,
revient seulement & celle de [’ensemble des courbes intégrales du
faisceau.

Soit & conserver, par les transformations conformes (3), une forme
de Pfaff

W = Au, v)du + B(u, v)dy (18)

a laquelle nous avons attaché deux opérateurs différentiels du
1er ordre, S, et S, donnant d’une fonction z les parameétres diffé-
rentiels

S 8= = 3,5 = — . (19)
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