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APPLICATION A LA REPRESENTATION CONFORME
DES TRANSFORMATIONS A VARIABLES SEPAREES

PAR

P. C. DerLeE~s (Le Havre).

SOMMAIRE.

I. Nous avons, dans un précédent mémoire 1, étudié systématique-
ment les procédés de formation des invariants de formes et d’équations
différentielles du 1€r ordre pour les transformations a variables
séparces

i = U (u) v = V(v (8)

et nous avons indiqué, dans les cas les plus simples, comment se
posaient, au moyen de ces invariants, les problémes d’équivalence des
systémes considérés. Nous faisons ici une application des résultats
obtenus a la représentation conforme des surfaces (ou du plan), les
variables u, ¢ jouant le role de coordonnées symétriques; dans ce
but nous modifions d’abord les procédés exposés pour montrer
I'emploi et le role des paramétres différentiels de la théorie des
surfaces. Bien qu’il apparaisse nettement que les invariants d’un
méme ordre sont les coeflicients de formes ou d’équations différen-
tielles invariantes, nous n’avons usé¢ qu’avec modération des méthodes
vectorieiles ou tensorielles dont ceci permettait I'introduction: pour
un expos¢ plus complet, nous renvoyons le lecteur a notre thése 2,

II. En considérant d’abord une forme de Pfaff @, celle-ci est
évidemment lice au faisceau des courbes intégrales de I’équation
® = 0; aux opérateurs invariants S, S, attachés a cette forme et
définissant des transformations infinitésimales le long des lignes

1 Tsquivalences de formes et d’¢quations différentielles par les transformations a
variables séparées: L’Enseignement Mathématique, X X VII, n°s 4-5-6. Référence: (Equi-
valences).

2 Mcthodes et probléemes des géométries différentielles euclidienne et conforme
(Paris, Gauthier-Villars, 1927). Référence: (Thése).
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minima, nous substituons d’abord des opérateurs agissant le long des
courbes du faisceau @ = 0 et de leurs trajectoires orthogonales: il
s’ensuit une modification correspondante des invariants obtenus par
le jeu de ces opérateurs a partir des coefficients de la forme.

I1T. Nous montrons ensuite comment se modifient les opérateurs
et les invariants d’une forme ® quand on remplace celle-ci par une
forme proportionnelle. Cette méthode, que nous avions laissée de
cOté dans notre premier mémoire, trouve dans la suite diverses
applications et mene en particulier & un nouveau procédé d’étude
pour une équation de Pfaff invariante.

Un ds* adjoint est-il & conserver par les transformations (3) en
méme temps qu'une forme @, on retrouve un probléme d’applicabilité
des surfaces; les invariants du systéme @, ds* comprennent alors des
invariants conformes de ®, des invarianis gaussiens (invariants
conformes du ds?) et des invariants mixtes ou seminvariants de .

IV. Pour une forme @, différentielle exacte, les invariants des
premiers ordres sont ainsi calculés au moyen des symboles A, O, A,,
etc. de la théorie des surfaces (symboles que nous modifions légére-
ment dans le texte); on reconnait déja les combinaisons de ces sym-
boles qui fournissent les invariants conformes. Nous trouvons des
relations utiles (formules (44), (44")) entre les parametres différentiels
d’ordre supérieur. Nous donnons aussi pour la courbure totale la
formule trés générale

A2 Ay S
K = A, log V/Af — A;; — A<f, T;) (52)

ou la fonction f des coordonnées curvilignes est arbitraire® (mais
non constante).

V. Les invariants de déformation d’'une équation @ = 0 sont ceux
d’une forme de Pfaff semi-normale @, proportionnelle & @ et normée
vis-a-vis du ds2; les invariants du 1T ordre de cette forme sont des
courbures géodésiques. Nous revenons ici sur la notion de réseau
angulaire de courbes (Thése) et du vecteur de courbure géodésique
de ce réseau, les formules vectorielles

g — — %E;VH %V log Af (63) K — divg, (65

conduisant aussitot & la formule précédente (52).

11’apparence paradoxale de ce résultat disparait si on remarque que les opérateurs
A et 3y dépendent des coefficients du ds2.
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Signalons encore la formule
g, = — ViegW 4+ JVo (61)

ot les éléments géométriques de la courbure géodésique sont parti-
culierement en évidence.

VI. A la forme @ d’une équation @ = 0 nous rattachons la forme
adjointe ®; des trajectoires orthogonales @; = 0 du premier faisceau
de courbes: les opérateurs et invariants des deux formes sont liés
trés simplement. Aux deux formes est attaché un de? canonique sur
lequel les deux formes sont semi-normales. Nous ne pouvons manquer
de revenir ici sur les éléments vectoriels, et étudions également les
notations convenables pour les opérateurs différentiels attachés
aux formes de Pffaf, en liaison avec le dg? canonique. Nous don-
nons différentes expressions d’un seminvariant I, = Ay qui preé-
sente un intérét particulier dans la représentation conforme.

VII. Un faisceau isotherme de courbes @ = O est caractérisé par
la condition invariante I =0, ou I, = 0, c’est-a-dire A9 = 0; &
un tel faisceau se rattache un réseau angulaire isotherme et plus
généralement un ensemble (I = 0) isotherme; nous rappelons rapide-
ment les propriétés d’un tel faisceau, qui ne posséde aucun invariant
conforme.

VIII. Siun faisceau @ = O n’est pas isotherme, il existe une forme
normale

w* =/l ® (99)

dont les invariants conformes sont ceux de ’équation = 0; sur un
do*? canonique a ¥, cette forme est en méme temps semi-normale;
pour les courbes d’'un méme ensemble (1) on peut introduire la notion
d’arc conforme. Le ds*? canonique peut étre utilisé pour la classi-
fication des faisceaux de courbes vis-a-vis des transformations
conformes, probléme qui se formule comme un probléme d’équivalence
avec conservation du do*2.

IX. L’interprétation géométrique des éléments introduits jusqu’ici
introduit la notion d’isoclines conformes d’'un faisceau de courbes par
rapport & un faisceau isotherme; mais les problémes de représentation
conforme ne se rameénent pas toujours aussitot a des égalités d’angles,
et la maniére dont se modifient des quantités non invariantes offre
aussi de I'intérét. Cest ainsi qu’on reconnait qu’un faisceau arbitraire
r5 = 0 peut étre représenté conformément suivant un faisceau de
géodésiques: nous montrons comme application qu’on peut compléter,
au moyen d’une représentation conforme, la solution du probléme
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des congruences de normales attachées aux points d’une surface (je
ne dis pas les normales de la surface).

Il est connu que les réseaux cerclés de courbes d’une surface se
transforment les uns dans les autres par les représentations conformes
de la surface: nous nous contentons de quelques indications sur cette
théorie récente.

X. Comme nous l’avons fait dans notre premiere Etude, nous
montrons comment les invariants et opérateurs des formes et équa-
tions quadratiques se rattachent & ceux de formes et d’équations
linéaires; au double faisceau de courbes défini par une équation
quadratique, on doit, au point de vue géométrique, joindre d’abord
la considération des faisceaux bissecteurs et du faisceau formé par
les courbes le long desquelles ’angle 24 du faisceau initial est constant.
Ici encore, on retrouve des formes normales et un d*s? canonique.
Pour l'isothermie, on peut considérer une hémi-isothermie et une
holo-isothermie.

XI. Nous sommes maintenant en présence de deux faisceaux du
2me ordre, celui des lignes minima et le faisceau «(*) = 0 & conserver;
pour les formes correspondantes ds? = W2du dv et « = C2d&dy,
il est intéressant de montrer les relations entre les invariants calculés
a partir des changements de variables portant soit sur u, ¢, soit sur
£, . Cette symétrie du probléme a déja été préparée dans les numéros
précédents: elle prépare son extension a des questions analogues, ou
ne figureraient plus nécessairement les lignes minima.

Les méthodes exposées peuvent aussi se prolonger pour I’étude de
formes et d’équations différentielles de degré supérieur.

I. NoTATiIONS — PRELIMINAIRES.

1. Le ds® d’une surface étant pris sous la forme
ds? = W2dudy = W?(dX? 4 dY?) (1)

les paramétres u, ¢ sont ceux des lignes minima de la surface, et les
variables X, Y telles que

1
guzX—[—iY X:E(u—}—v)

[

£ —a¥ Y:—%(u—v)
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