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SUR LES DERIVEES SUIVANT DES DIRECTIONS
QUELCONQUES D’UNE FONCTION DE PLUSIEURS
VARIABLES

PAR

N. Cioranescu (Bucarest).

1. — Il me semble que dans la plupart des traités d’Analyse
on ne donne pas assez d’attention aux dérivées d’une fonction
de plus d’une variable, suivant des directions arbitraires, et non
seulement suivant les directions du systéme de référence. Et
pourtant la dérivée suivant la direction de la normale & une
courbe ou a une surface, s’introduit dans les formules fondamen-
tales de I’Analyse et de la Physique mathématique. On a ainsi
des dérivées d’une fonction suivant des directions variables avec
le point.

Dans ce qui va suivre, nous faisons quelques considérations
élémentaires sur les dérivées suivant des directions fixes, mais
d’ailleurs arbitraires, attachées a chaque point M. Il est évident
que sur la droite qui porte cette direction, la fonction se comporte
comme une fonction d’une seule variable. On arrive ainsi & une
expression tres simple pour la formule de Taylor pour une
fonction de plusieurs variables, et a une définition remarquable
du laplacien d’une fonction en un point.

2. — Comme ce qui va étre dit est indépendant du nombre

des variables, considérons une fonction de trois variables, par
exemple u(z, y, z), qu’on désigne aussi par u(M), M étant le
point de 'espace dont les coordonnées sont z, y, z.
- Supposons que u (M) soit une fonction continue qui admet
des dérivées partielles par rapport aux trois variables, jusqu’a
un certain ordre. Soit D une droite issue de M, de cosinus direc-
teurs a, 8, 7.

Si M’ est un autre point de cette droite, alors la limite du
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dérivée de la fonction u (M) suivant la direction [ («, 3, y) de

rapport: M)lorsque M"—> M est par définition la

la droite D. Si on la désigne par % <ou bo—L;—> on a:
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Cette relation signifie que le vecteur de composantes -’2’%’
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3y a7 et d’origine M a pour projection sur D, 5

Lorsque M varie, mais que la direction [ attachée a lui reste la
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méme («, 3, 7 indépendants de M), alors la dérivée de d_lLf suivant

la méme direction [ est:
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et ainsi de suite. On peut écrire en général, sous la forme sym-
bolique bien connue:

d™u <bu du du
=~4+4+—>- 3)
i Y (

Grace a cette expression, on peut donner une forme plus
saisissante a la formule de Taylor. Soient M, (z,, ¥,, 2,) un point
fixe et M(z, y, z) un point variable. Supposons que u(z, ¥y, z)
admet des dérivées partielles jusqu’a I'ordre n 4+ 1. Soit D la
droite MyM, pour les cosinus directeurs de laquelle on peut
prendre:

a:x—xo; B___y”'yo, \{:z—‘zo

r r ' r

ou

r= A& — 2 + (Y — yo)® + (5 — 2)? -

En supposant que dans le calcul des dérivées successives de
u suivant D, M ne se déplace que sur cette droite, alors on peut
écrire:

LB (Y n+1 n+1
wM) = u(My) + (R (%)
ﬁp P\ qp g (n+ 1!\ gmtt .

P étant un point situé entre M, et M.
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Lorsque u (M) est analytique, on a au second membre une
série. La démonstration classique de la formule de Taylor, avee
I'introduction d’un parametre ¢, revient en somme & celle-ci, car
on ne fait autre chose que de considérer u(M) comme fonction
du parametre qui définit la position de M sur D. Cette maniére
d’écrire la formule de Taylor me parait beaucoup plus saisis-

sante. Elle montre aussi que la connaissance en un point M, des
m
/4 . 7 . u . A . .
dérivées successives (dl_m> suivant une méme direction,
Mo
suffit pour avoir la fonction U en un point M situé sur la droite

qui porte cette direction. Sur cette droite u(M) n’est qu’'une

fonction de r = MyM, ce qui n’est pas pour surprendre.

On peut, grace a cette formule, comme dans le cas des fonc-
tions d’une seule variable, trouver des définitions directes pour
les dérivées d’ordre supérieur, suivant des directions arbitraires.
Considérons ce cas tres simple: Soit M’ le symétrique de M par
rapport & M,. On a:

lim uM’) + u(M) —2u(M;) @) (5)
b 2 = (dF " ‘

r= MM = M, M’ .

[ étant la direction sur laquelle M, M"—> M. Il est possible
d’obtenir un théoréme analogue au théoréme de Schwarz et
montrer que si la fonction continue u(M) est telle que (5) est
nulle quelque soit la direction sur laquelle M —= M, alors u(M)
est une fonction linéaire par rapport aux variables dont elle
dépend, dans la région ou cela a lieu. La démonstration est
immédiate dans le cas ou u(M) admet des dérivées partielles
de deux premiers ordres. Nous n’insistons plus sur ces considé-
rations, en nous contentant de les avoir signalées.

3. — II est facile de vérifier que si [ et I’ sont deux directions
fixes, attachées & chaque point M, on a:

d2u d%u
dldl! T dldl

De méme on voit que si Iy, l,, I; sont trois directions fixes,
rectangulaires, formant en chaque point M un triédre ayant la
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méme orientation que celul des axes, alors:

% u %u du 2u d%u d’u
5 T —3 T 2=bz+bz+oz=Au’
dly v, ol x ) z

propriété bien connue du laplacien de rester invariant pour tout

changement des axes.
Considérons la direction (2, 3, y) et le point M,. On a que

cﬁ/, [ . d%u ( >
<dl2>M°— <bx§>m°‘ ! ( y@>rj + e 0y o BY

Supposons que l'on fasse varier la direction /, en lui donnant
toutes les directions possibles de 'espace; c’est-a-dire s1 M est
sur D et M;M = 1, on fait décrire & M la sphére 2 centrée en M,

d2
et de rayon 1. Prenons la valeur moyenne de (El_?>M pour
0

toutes les directions possibles pour /.
On trouve sans peine que:

1 d’u 1

— = — 6

4nff<dl2>dc g (A, . ()
On a ainsi une expression du laplacien d’une fonction en un

point, qui met une fois de plus en évidence son indépendance

du systeme de référence.

4. — Enfin, pour terminer, nous allons montrer comment on
peut obtenir 'intégrale générale de certaines équations linéaires
aux dérivées partielles et a coefficients constants. Supposons
que I’on ait, quelque soit M, et pour une direction fixe attachée
a ce point,

: du  du
dl

a+§-§3+2—2v=0- (7)

Il s’agit d’intégrer cette équation du premier ordre (on a:
a? + B2 + y2 = 1, mais le cas ou I'on aurait une équation ana-
logue mais a coeflicients constants quelconques, peut se ramener
a celui-ci en divisant avec la somme des carrés des coefficients).
L’intégration peut se faire par de simples considérations de
géomeétrie.
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Prenons un nouveau systéme d’axes, Ox'y’z’ tel que Oz’ |,
et Oy’, Oz’ complétent le triedre. L’équation (7) peut s’écrire

b 14 ’
alorszgg—, = 0 donc u =9 (y’, z).

Par conséquent l'intégrale générale de 1'équation (7) est:
U = (P(U-,x_f" p/y + Y’Z, d.”x—[-— Blly + Y”Z)

¢ étant une fonction arbitraire et «’, 8’ ... " des constantes
qui vérifient les relations suivantes:

aa’ + ﬁﬁ/ + YY, —_— O G.OL” + ﬁ@l! + YY// — O Za!2 — ZOL”Z pawe 1 (8)
De méme, si 'on avait quelque soit M:

d*u __ *u ,  du,
711_2_6_:1;—2& +O_?Pp +.-.+2

d2u

0y 0z

By =0 (9)

par le méme changement d’axes elle devient:

0%u

bx_,2=0.

Par conséquent, la solution la plus générale de I’équation (9)
est:

u=g(@a+fy+z dz+ 'y +1'
+ (ax + By + v2) d(d'x + .on, &' ..,

¢ et ¢ étant deux fonctions arbitraires, «’, 8’ ... y” étant des
constantes qui satisfont aux relations (8).

Et ainsi, pour d’autres systémes a coefficients constants, on
peut trouver comme précédement l'intégrale générale.

Ces quelques considérations élémentaires sont suffisantes, je
crois, pour montrer 1'utilité de traiter dans les Cours d’Analyse,
méme élémentaires, la notion de dérivée suivant une direction
quelconque.

Février 1931.
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