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Abstraction faite de la déformation, le parallélogramme
ainsi constitué est un carré semi-diagonal gauche, la diagonale
magique étant la dernière colonne du carré générateur.

Ainsi, tout carré semi-diagonal droit donne naissance à deux
carrés semi-diagonaux gauches qui sont différents.

II. — Carrés d'Euler.

Considérons le tableau suivant de (n2) éléments constitués
chacun de deux nombres ou indices pouvant respectivement
prendre toutes les valeurs 1 à n.

11 12 13 1 (n — 1) In
21 '22 23 2 (n — 1) 2 n
31 32 33 3 (n — 1) 3 n

{n — 1)1 (n — 1)2 (n — 1) 3 (ft — 1) (n — 1) (n — 1) n

n 1 n 2 n 3 n n— 1) n n

Il s'agit de disposer tous ces éléments dans un carré de (n2)

cases de manières qu'un indice de même ordre, premier ou bien

second, ne se présente pas deux fois, dans une quelconque des

rangées (lignes ou colonnes) du carré. En d'autres termes, on
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doit, dans chacune des rangées du carré, trouver en premier
indice et aussi en second, tous les nombres 1 à n.

Le carré satisfaisant à ces conditions est un carré d'Euler.
Le problème ne consiste pas à construire des carrés, fussent-ils

nouveaux ou inédits, mais à épuiser toutes les solutions que peut
fournir un module donné.

Les considérations précédentes sur les carrés latins permettent
de comprendre qu'il a été possible de le résoudre en ce qui
concerne les modules premiers.

Ainsi, un carré d'Euler résulte de l'association terme à terme
de deux carrés latins convenablement disposés. Il faut que ces
deux carrés composants soient réguliers, les carrés irréguliers ne
peuvent pas en produire.

Tout carré latin régulier peut donner un grand nombre de

carrés d'Euler. Essayons d'en construire un avec le carré (a)
donné précédemment.

La base de nos carrés d'Euler sera uniformément la suite
naturelle 11 22 33 nn ; cela permet de pouvoir les

comparer.
Accolons, ou mieux, associons l'unité en second indice aux

nombres soulignés dans le carré («), ce qui donnera

11 2 3 4 5 6 7 8 9

8 9 6 71 4 5 2 3 1

3 1 5 2 7 4 9 61 8

6 8 4 9 21 7 1 5 3

5 31 7 1 9 2 8 4 6

4 6 2 8 1 91 3 7 5

7 5 9 3 8 1 6 2 41

2 4 1 6 3 8 51 9 7

9 7 81 5 6 3 4 1 2

On remarquera que ces nombres sont tous différents et qu'ils
appartiennent à des rangées (lignes ou colonnes) différentes. La
condition est nécessaire. Ceci étant, reproduisons dans chaque
ligne, en second indice, celle du carré latin dans laquelle l'unité
occupe précisément le rang du nombre souligné. Nous aurons
ainsi
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11 22 33 44 55 66 77 88 99

85 93 67 71 49 52 28 34 16

39 17 58 25 76 43 94 61 82

64 86 42 98 21 79 13 57 35

53 31 75 12 97 24 89 46 68

47 65 29 83 18 91 36 72 54

78 59 96 37 84 15 62 23 41

26 48 14 69 32 87 51 95 73'

92 74 81 56 63 38 45 19 27

C'est bien un carré d'Euler. Un même carré latin a donné ses

deux composants. Cette remarque est importante. Les deux
carrés qui constituent un carré eulérien doivent être de même

formation; il n'est pas nécessaire qu'ils soient identiques. On le

comprendra facilement en substituant une autre série à celle des

seconds indices de la base et en faisant dans le carré les substitutions

correspondantes; mais dans ce cas, la base du carré d'Euler
sera différente de la série naturelle. Pour que le carré eulérien ait
cette base, il importe que les deux carrés composants ne diffèrent
que par l'ordre de leurs lignes.

Ce procécé de détermination des carrés eulériens, procédé qui
consiste à trouver, dans chaque ligne d'un carré latin, le nombre
auquel on doit associer l'unité est d'une application difficile,
sinon théoriquement impossible, dès que le module dépasse 7.

On peut imaginer plusieurs méthodes pour obtenir toutes les

solutions que fournit un carré latin; une des plus simples et

relativement des plus rapides est celle qui a été incidemment
signalée plus haut et que nous ferons connaître brièvement. Soit
le carré eulérien ci-après ayant pour carré latin générateur celui
construit par permutations circulaires sur la série naturelle prise

pour base
11 22 • 33 44 55 66 77 88 99

25 36 47 58 69 71 82 93 14

38 49 51 62 73 84 95 16 27

42 53 64 75 86 97 18 29 31

54 65 76 87 98 19 21 32 43

67 78 89 91 12 23 34 45 56

79 81 92 13 24 35 46 57 68

83 94 15 26 37 48 59 61 72

96 17 28 39 41 52 63 74 85
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On remarquera tout d'abord que lorsque, dans la première
colonne, les premiers indices sont disposés dans l'ordre naturel,
la série des seconds indices de cette colonne suffit pour déterminer
le carré d'Euler sans ambiguïté et, par suite pour le définir. C'est

une convention simple et commode pour désigner un carré
d'Euler.

On remarquera aussi que le carré des seconds indices est semi-

diagonal gauche. Ce caractère est général, on peut le démontrer.
Donc, étant donné un carré latin construit par permutations

circulaires dont la base et la première colonne sont disposées dans

l'ordre naturel (on observera que cette condition n'est pas
indispensable; il suffit pour la facilité des opérations que la base

et la première colonne soient disposées dans le même ordre), on
produira un carré d'Euler en lui associant terme à terme un carré
latin semi-diagonal gauche ayant même base et aussi construit
par permutations circulaires.

Un carré latin de module 5 ne peut donner que trois carrés
d'Euler ; comme ce module possède six carrés latins essentiellement
distincts, le nombre des carrés d'Euler du module ayant pour
base la série naturelle, est de dix-huit. Un carré latin de module 7

donne dix-neuf carrés d'Euler essentiellement distincts. Les 120
carrés essentiellement distincs du module en produisent 2280.

La carré latin de module 9 qui a été étudié donne 225 carrés
d'Euler; le module possède 6720 carrés latins essentiellement
distincts. La formation étudiée donne donc 1.512.000 carrés
d'Euler ayant pour base la série eulérienne naturelle.

Il est clair que le nombre de tous les carrés d'Euler que
fournissent ces modules est infiniment plus considérable, si l'on
tient compte du fait que leurs bases peuvent être quelconques et
qu'il est possible d'effectuer dans leurs rangées toutes les
permutations qu'elles comportent.

L'Enseignement mathém., 3C® année; 1931. 4
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