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ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE 101

La courbe-limite a gauche coupe 'axe Oy en un point d’ordonnée
comprise entre O et — m, et la droite d’ordonneée ——%E en un point
dabscisse inférieure & — 1. Elle est donc asymptote a la droite
d’ordonnée — ZE, par rapport a laquelle elle est de premier type. La

courbe symétrique par rapport au point de coordonnées O, — m, de
la courbe intégrale précédente, est une courbe du groupe. Elle est de

deuxiéme type par rapport a la droite d’ordonnée —% et de premier

. , VS c
type par rapport a la droite d’ordonnée — —f . Toute courbe intégrale

intermédiaire entre ces deux courbes intégrales possede mémes
asymptotes, par rapport auxquelles elles sont de premier type.
Enfin les autres courbes intégrales du groupe sont asymptotes aux

droites d’ordonnées ——g et — 112, par rapport auxquelles elles sont

de premier type L.

N 1
TROISIEME CAS: a < 7

22. — On peut classer a priori en plusieurs catégories les portions
des courbes intégrales situées dans la bande définie au n°® 2. En allant
du haut vers le bas, les courbes intégrales qui peuvent se présenter
sont les suivantes:

Premaieére catégorie. — Courbes coupant la droite d’ordonnée + —-.

Toute courbe coupant la droite d’ordonnée y, (définie au n° 5; voir
la figure de ce numéro) est de premiére catégorie.

Deuxieme catégorie. — Courbes situées au-dessus de (G) et au-dessous
de la droite d’ordonnée y,, & laquelle elles sont asymptotes. Nous
verrons qu’il en existe une et une seule.

Trousieme catégorie. — Courbes coupant la courbe (C). A partir du
point d’intersection avec (G}, le coefficient angulaire d’une courbe de
troisiéme catégorie est négatif, et la courbe intégrale reste & P'intérieur
de (C) qu’elle ne peut couper & nouveau, en raison de la valenr du
coefficient angulaire. La courbe intégrale posséde donc une asymptote
parallele & Oz, et cette asymptote est la droite d’ordonnée y,. En effet,
s1 ¢’¢tait une droite d’ordonnée y, -+ =, ¢ é¢tant une quantité positive

<9

1 Les courbes (¥) et (4) (se reporter pour la définition & la note du n° 9) admettent
des directions asymptotiques. Mais, en général, les asymptotes sont rejetées a I’infini.
Il v a exception lorsque la courbe intégrale de (F) correspondante est du deuxiéme type
par rapport & 'une de ses asymptotes. Les courbes (7) et () correspondantes possédent
alors chacune une asymptote (coeflicient angulaire == 1).
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fixe, le coefficient angulaire EoyE serait aussi voisin que l'on voudrait,

pour z assez grand, de la quantité négative :
alt +tg*(y, + )] + tg (v + ¢

qui est de 'ordre de grandeur de (a — ;-) , d’ou la contradiction.

Toute courbe coupant la droite d’ordonnée yo est évidemment de
troisiéme catégorie. ‘

Quatrieme catégorie. — Courbes ne coupant pas la droite d’ordonnée
Y,- Le coefficient angulaire étant positif, ces courbes admettent une |
asymptote paralléle & Oz, et cette asymptote est la droite d’ordonnée y,,
comme on le voit en appliquant la remarque faite pour les courbes de

“troisiéme catégorie.
Les courbes de quatriéme catégorie n’existent que si a est compris

. 1 .
Remarque de comparaison avec le cas a =7. — La courbe issue du

point S <p01nt défini dans le cas a —_—-~2—> se trouve nécessairement

au-dessous de la droite d’ordonnée —«'4—', puisque, d’aprés la remarque

du n° 6, elle est située au-dessous de la courbe du deuxiéme type
1 . oy ‘s

(cas a :-»2—>. Donc c’est une courbe de troisitme ou de quatriéme

catégorie.
Passons & 1'étude des courbes de chacune des catégories.

23. — Courbes de premiére catégorie. — Ces courbes s’étudient comme
les courbes du troisieme type (a = 5) La différence des abscisses
x( + E) — z(0) est comprise entre:

.)

—

i
2 —
cos?y dy = ia

R | =
CQ
NIF]

et:

L7
Z

f cos?y dy . 1 1 + '\/1—4a2

= L
a + siny cosy ,\/1 — ha® °8 2a

0

et tend vers cette derniére quantité lorsque 2(0) tend vers + .

'
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On a des inégalités analogues lorsque z(0) est négatif, pour la
portion de la courbe située a droite de I'axe Oy.

2%4. — Courbe de deuxiéme catégorie. — Il en existe au moins une. —
Le raisonnement qui aboutit & cette conclusion est analogue & celu
que nous avons fait au n® 16, pour démontrer I'existence d’une courbe

2
catégorie, il existe des courbes de premiére catégorie; au-dessus
d’une courbe de troisiéme catégorie il existe des courbes de troisieme
catégorie. On achéve comme plus haut.
Il wexiste qu'une seule courbe de deuxiéme catégorie. — Soient en
effet i et Y les ordonnées (Y > y) de deux courbes, correspondant & la
valeur z de ’abscisse. On a:

be 1 .\
de deuxiéme type <a, = —> : au-dessous d'une courbe de premiere

(_l(_ld_x—f_gﬁ = (tg Y — tgy)[a(tg Y + tgy) + tha] .

Lorsque z tend vers —+ oo, la quantité entre crochets tend vers
2a tg y, +1 = V1 — 4a?; par conséquent lorsque z dépasse une
(Y —y)

dx
supérieur a la quantité positive: Y (x;) — ¥ (%), ce qui conduit & la
contradiction.

certaine valeur z,, est positif et Y — y reste constamment

25. — La courbe de deuxiéme catégorie (prolongée s’il le faut a
gauche de 'axe Oy) coupe la droite d’ordonnée —%en un point T.

Donnons quelques indications sur la position de ce point.

La remarque du n® 6 permet de constater que l'abscisse de T est une
fonction croissante de a (y, croit lorsque a décroit) et que le point T se
trouve @ gauche de S (ce dernier résultat est une conséquence évidente
de ce qui a 4té dit a la fin du n® 22).

Nous allons montrer que le point T séloigne indéfiniment vers la
gauche lorsque a tead vers 0, et se rapproche indéfiniment du point S

1
lorsque a tend vers .

Etude dans le cas ou a tend vers 0. — Le coefficient angulaire de toute
courbe intégrale est inférieur & 2¢ dans la bande:

>0 —T<y<o0.

Soit P le point, d’abscisse nulle, qui est situé sur la tangente & (C)
ayant pour coefficient angulaire 2a. Un calcul simple établit que si a

ne surpasse pas 0,2, 'ordonnée de P est supérieure & — - | et comprise
1
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entre — a et — 4a. Dans ce cas, la-courbe intégrale issue de P est
nécessairement située sous la tangente & (C), et par suite c’est une
courbe de troisiéme catégorie. Sur la partie de cette courbe située

entre P et la droite d’ordonnée ——%, le coefficient angulaire est
inférieur a

a(l + tgy) —tgy
et 'on a:

42

| -3
.’1: = > dy 1 du > 1 Lo 0.2
2/ a(1+tg2y)—tgy<_‘_2 t.,_é_tz 908

—4a +4a

Cette inégalité fournit une limite supérieure de 1’abscisse de T. On
- obtient une limite inférieure en remarquant que la courbe issue du
point Q d’abscisse — 1 et d’ordonnée — « est de premiére catégorie,

et que sur la partie comprise entre Q et la droite d’ordonnée ——g le

. . d . , * 2 3 \ . 3 e
coefficient angulaire gﬁ’; est inférieur & — 7 18y, d’ou I'inégalité :
-5 )
T i bdy A 1
— e 1 — T ee— —
x< 2> ti= f 3tgy 3 Log sin a

et a fortior:i : :
' 1

a

T 4
x(—— E) > — 1,01 — —?:‘Log

|

. : | . 4 1
En résumé l’abscisse de T est comprise entre — 1,01 — g Log S e

1 0.2 TV \ . , .
——;Log—a— , lorsque a est inférieur a 0,2. Cette abscisse est négative
et tend vers — o lorsque a tend vers 0.

: 1 e .
Etude dans le cas ou a tend vers 5 La courbe intégrale de (F) issue

de Torigine coupe la droite d’ordonnée +Z

5 en un point d’abscisse

C e, . 7 . . , Py .
inférieure a 7 et par suite la droite d’ordonnée — 5 en un point

d’abscisse supérieure & — -, ce qui montre que Pabscisse de T est

14 . r_* 7: 1
bornée inférieurement par — ~ lorsque @ tend vers ;.

Soit S’ un point de la droite d’ordonnée ———72i, situé dans le voisinage

de-S, et & gauche de ce point. Par 5’ passe une courbe (¢) du troisiéme
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tvpe <a == 17> qui coupe la droite d’ordonnée +j7 en un point M. Par

) , . 1 , .
M passeune courbe de premiére catégorie ( a < ;) que nous désignerons

par ¢ (a). Nous allons voir que la courbe ¢ (a) se rapproche indéfiniment

1 i . = ™
de i@ courbe (c), lorsque a tead cers -, y étant compris entre — et + 3.

Désignons par z et ¢ les abscisses respectives des points de (c) et de
c(a) ayant méme ordonnée y. Il résulte de la remarque du n° 6 que la
différence & — ¢t est positive. Sur la courbe fixe (¢), le coefficient
angulaire est supérieur a une constante positive que nous désignerons
par ¢. Cette constante dépend, bien entendu, de la position du point
S’

Des deux équations différentielles relatives a ;- et «, on tire:

d(t— ) (I — 2a) + 2siny cosy (thaz — th)

dt 1 + 2siny cosy thx

d’ou, a fortior: Pinégalité:

&d(t;t—_fl_?_) < <% _ a> + (z — ¢

-

qui ¢tablit que la différence x — ¢ est constamment inférieure a la
solution u de I'équation différentielle:

du__ 1
— g = —2——a —+ u

qui s’annule pour / = z (M), solution qui a pour expression:

(M)t
l . z
uw = <—2———a>|:e £ -—1].

D’aprés la remarque faite au début de cette étude, ¢ est borné

e, , 1
inférieurement ; 2 (M) et ¢ sont fixes. Donc lorsque a tend vers 5, la

différence z — ¢ tend vers zéro.
Le point S’ était fixe. Faisons-le tendre vers S. A chaque position
de S correspond une valeur de a telle qu’il existe une courbe de

premiére catégorie coupant la droite d’ordonnée —<= en un point

P4

situé aussi prés que I'on veut de S’: et par suite ce point tend vers S.
Le pornt T, étant situé entre ce point et le point S, tend vers S lorsque

1
a tend vers 5 -
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26. — Propriétés asymptotiques de la courbe de deuxiéme catégorie. —
L’équation (F) peut se mettre sous la forme: ‘

dy__

1 = la(l + tg°y) + tgy]l —tgy(l — tha) . (F’)

La quantité a (1 + tg?y) + tg y est de Pordre de grandeur de

y — y,. D’une facon plus précise le rapport afl + 2’y ,,+ 'Y tend
| | Yy —Y,

vers la quantité:

o 24/1 —h4a?
o4 =
1+ 4/1—4a

lorsque x tend vers - . |
De méme — tg y (1 — th z) est de ’ordre de grandeur de e2*; le

— I — th "
rapport . _tgy(_m th ) tend vers la quantité:
e .

B — — ba
T 14 AT —ba

Lorsque z est suffisamment-grand, le coefficient angulaire de la
courbe de deuxiéme catégorie est inférieur & B(1 + ¢) e**, ¢ étant
une constante positive arbitrairement petite. On en déduit que la
B(L+¢)

2
& sa valeur limite y,. D’ou I'inégalité:

fonction y + e?* est décroissante, et par suite supérieure

D)

" 1 —
v, —y < 5B+ e (1)

- D’aprés I'équation (F'), on a, dés que x dépasse une constante -
dépendant seulement de e: '

dy a@ 9 —?x< , \ =2 ‘
V> IR+ 9T gt — e

o étant inférieur & 1, lorsque ¢ est suffisamment petit I'inégalité
précédente entraine a fortior: I'inégalité:
dy B —-2x
?J—x > ? (1 _— E) e
et en intégrant: |
y”—y>—B-(1—s)e—2x . A l(ll’)
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D’ou la propriété asymptotique suivante, déduite des inégalités (11)
et (117): i _
. ” <
Lorsque x tend vers —+ o, le produit (y, — y)e~* reste compris, sur
la courbe de deuxieme catégorie, entre deux constantes postlives.

27. — Courbes asymplotes & la droite d’ordonnée y,;. — Aux environs
de cette droite, la quantité a (1 + tg* y) + tg y est de P'ordre de
grandeur de y, — y. D’une fagon plus précise, le rapport

a(l +tg’y) + ey
Yy, — Y
tend, lorsque y tend vers y;, vers la quantité:

VIiZEE(0 £ AT 4a)  24/T—hd

- _— p B — —
2a 1t — /1 —4a

1

en ¢tant supérieur & y lorsque y est inférieur a y,, et inférieur a y
lorsque y est supérieur & y,.

La quantité: — tg y (I — th z) est de I'ordre de grandeur de 3%,
— tgy(l — th x)

-2

D’une facon plus précise, le rapport tend vers la

quantité:

quand z augmente indéfiniment, et quand y tend vers y,. Ce rapport
est inférieur & J lorsque y est supérieur & y,. On ne peut rien dire
lorsque y est inférieur a y,.

28. — Courbes de troisieme catégorie. — Omn suppose y supérieur a y,,
et x assez grand. Le coefficient angulaire (i vérifie alors les inégalités:
dy ' 5 =2
de <Y =2y, —y) + 577 (12)
D>y —y) + 31— e 12)
de = YWY, — Y € : (

¢ est une constante positive, dépendant de la position du point M,
de coordonnées (z; y;) & partir duquel on étudie la branche de la
courbe intégrale. : est arbitrairement petit, pourvu que ce point soit
situé assez loin.
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La courbe intégrale étudiée est donc, pour z supérieur a z,, située
constamment au-dessus de I'intégrale de I’équation:

d ’ ‘ _
Zz% = vly,—y) + 3(1 — ¢ e
issue du point M, et constamment au-dessous de I'intégrale de ’équa-
tion: -
d ' 9
F =yl — W —y) + 8"

drz =~
issue du point M,. Par suite, la courbe intégrale vérifie les inégalités:

_ - —v(1—e)x : 0 ‘ —2x
At e )

e—2x

i e 0=

Lorsque y est égal & 2, cette inégalité doit étre remplacée par la |
suivante:
y — yo > [C" + 5(1 — ¢)a]e™®

- G, C/, ou, le cas échéant, C”, sont des constantes déterminées par la
condition que ces inégalités, se transforment en égalités au point M;.

/3

e ) , y—1y, estde'ordre de e7?*.

V3

4

Lorsque y est supérieur & 2'(a <
\

), C et G’ sont positifs, et y—y,
vV 5)

4

Lorsque y est inférieur & 2( a >
\

est d’un ordre compris entre e=7* et e"/(“'e)?c. Lorsque y = 2<a =

y—1y, est d’'un ordre compris entre ¢=?* et ze**.

29. — Courbes de quatrieme catégorie. — Elles satisfont aux iné-
galités:
d r _9
Z <yl 4oy, —y) + 3L g (1)
Yooyl —y) + (1 — )™ (13
dx 1Y, , . .

a partir d’'un point M;; la constante positive ¢ est arbitrairement
petite et ne dépend que de la position de M;. L’étude se poursuit
parallélement a la précédente. La derniére inégalité entraine soit
I'inégalité: | )

y; —y = Ce™ + ooy e (v =2  (1%)
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soit I'inégalité:

y —y £ (0" —3(l — a)e™ (=12 . (14

C’ et C” sont déterminées comme plus haut. On constate immédiate-
ment que lorsque vy est supérieur ou égal @ 2, quelle que soit la valeur
de C" ou de C”, y, — y finit par devenir négatif: donc il n’existe pas de
courbe de 4™e catégorie.

=\
O

O) , Y, — vy satislait aux inéga-

Lorsque » est inférieur & 2(& >
‘ \
lités (147) et:
3(1 +

— oy 2 CeTe® 0 _: 5 e . (14)

w

_._Nlr.
2y

peut alors 8tre choisi a I'intérieur d’une certaine bande:

2 .
Pour fixer les idées, on choisira pour ¢ la valeur le point M,

~ = =
T = & Yy = Y =

| 2

et si, en outre, il est choisi sous ou sur la courbe d’équation:

, 5(2 .
y —y = (}j‘_\Y)e 2 ’
0 T(Z2—7)

la constante C de Pinégalité (14) est nulle, ou positive, et la différence

'v/ 2 oy . d . n M L’ . - By () '\/g‘
v, — Y reste positive; donc: Lorsque y est inférieur a 2\ a > ~

il exzste des courbes de quatriéme catégorie.

Sur ces courbes, y, — y est d’un ordre de grandeur compris entre
6-730 et e 71+ )X

30. — Courbe-limite de quatriéme catégorie. — Le groupe des courbes
intégrales de quatriéme catégorie est limité a gauche, par une courbe
qui fait partie de ce groupe. Donnons quelques indications sur la

position du point R d’intersection de la droite d’ordonnée —get de

cette courbe-limite. _
Sur la partie de cette courbe située dans la bande définie au n® 2,

~

. : NS , 5
le coefficient angulaire est supérieur a  (y, — y) + ;€% la courbe

intégrale de I'équation:

dy , o _
e = Yy, —y) + e
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issue du point R, est donc asymptote & la droite d’ordonnée y,, et
" constamment au- dessous de cette droite, puisqu’elle est au-dessous de
la courbe-limite étudiée. Il est nécessaire pour cela que I’abscisse de R
soit superleure ou egale a celle du point d’intersection de la droite

.d’ordonnée — Z' et de la courbe: .

0 -2

hT VT A=)

. On en déduit a fortiori que Uabscisse de R est supérieure &
! 1

13(e — 22)

' 3
et tend donc vers + o lorsque a tend vers -

Etudions la position-limite de R lorsque ¢ tend vers 5~ Les cons-
tantes y et 0 tendent respectivement vers 0 et 2
a(l + tgy) + tgy
Yy, — Y
sin de 0. Choisissons, pour fixer les idées, des valeurs de y suffisam-

est voi-

Lorsque y est voisin de — g, le rapport:

ment proches de — 741 pour que l'on ait I'inégalité:

Cette inégalité entraine I'inégalité:

dy ; ! | -2
dg <y, —y) + 2(1 + e

| e , 1
¢ et » sont des quantités qui tendent vers zéro avec ;— a.

I’inégalité précédente montre que 'on a:
v —y = CeT 4 (14 )

21 | | .
ou 1+¢ = —i,—_—l_—;—) , et ou la constante G est déterminée par la

condition d’égalité pour le point x, y; & partir duquel on étudie la
branche de courbe. Cette courbe est de quatriéme catégorie si 1’011
prend: | \

| y,— 4 = (1 + ) ¢=21
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puisque C est alors nul. ¥, est limité par I'inégalité (15), nous pouvons
prendre:

—

y,—th = —7 9, (15)
d’ou:
Ly, = 2(l 4 &)e (16)

=
/

Par tout point de la courbe (16) passe donc une courbe de quatriéme
catégorie. La valeur de a correspondante est donnée par l'inégalité

- . , 1
(15"). ¢’ est une fonction de a tendant vers zéro lorsque a tend vers 7

C’est donc une fonction de z, tendant vers zéro quand z; tend vers
-+ oo,

. . 1
Comparons maintenant avec les courbes du premier type <a == §> .
Soit M un point de la courbe (16). Par M passe une courbe du premier
type, et une courhe de quatriéme catégorie située, entre M et la droite

d’ordonnée — =, au-dessus de la courbe du premier type, d’aprés la

-)7

remarque du n® 6. Lorsque 1’abscisse de M tend vers l'infini, le point
d’intersection de la droite d’ordonnée —% et de la courbe du premier
type tend vers le point S (ceci résulte de ce que sur toute courbe du
premier type, le produit x<— ;——— y> finit par étre compris entre

deux constantes positives. Donc aucune courbe du premier type ne
peut étre située constamment au-dessus de la courbe (16)).

I résulte de ce qui préceéde que I’abscisse du point R finit par rester
inférieure & une quantité aussi voisine que ’on veut de ’abscisse de S.
D’autre part le point R se trouve nécessairement a droite du point T,
et ce dernier point tend vears le point S (n° 25). Donc:

Lorsque a tend vers ;—, le point R tend vers le print S.

31. — Les portions des courbes intégrales situées dans la bande:
b ™
Pt _— = = —
z=0 7 =V= Ty

se deduisent des portions étudiées jusqu’ici par symétrie par rapport
a 0.

On passe ensuite a une courbe intégrale tout entiére par translation
parailéle a 'axe Oy L.

L Les courbes () et () (voir la note du n° 9) possédent, lorsque x tend vers + o , des.
asymptotes.
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On peut se borner & la construction du groupe d’intégrales ésymp-
totes, lorsque x tend vers + o, aux droites y, et y;. Ce groupe admet
comme courbe-limite & gauche la courbe de deuxiéme catégorie (par

¢

()

C)

—— -

Cas:

)

=27

a voisin de O

Fig.

rapport & y;) et comme courbe-limite & droite la méme, & laquelle on
a fait subir une translation de — = parallélement & Oy. Cette derniére
courbe-limite ne fait pas partie du groupe. Elle est tracée en pointilié

sur les figures.

* . . o 1 . . ‘
Les cas de a voisin de O, a voisin de 5 fournissent deux genres de

figures.

3.

. Tig.

4.
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