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86 H. MILLOVX
De plus haut, on a

1 vT,
_ô -log cos—-(e+60ï + c

p

posons ec p0 et enfin on trouve

i vT
- 0 - log COS — (ÔrHo)

P P.«'

qui donne une spirale logarithmique.

ÉTUDE D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE:

a (l + tg2 y) + tg y ih X (F)

PAR

H. Milloux (Strasbourg).

Cette équation différentielle est extraite du problème de Calcul
différentiel et Intégral donné, en 1928, au Concours de l'Agrégation
des Sciences Mathématiques.

M. Gambier a publié, dans Y Enseignement une
solution complète du problème. Il m'a semblé intéressant de reprendre
à part, et d'une façon en général indépendante du problème, l'étude
de l'équation (F): recherche de tous les types de courbes intégrales,

propriétés aux environs des asymptotes ^ ^ ou des courbes

périodiques asymptotes a>variations, en fonction de a, lorsque
1

a ne surpasse pas ^, de certaines courbes intégrales spéciales.

1. — Traitons d'abord brièvement le cas: 0. L'équation (F)
s'intègre immédiatement et donne:

sin
sin y— —,——en

en x

Nous n'insisterons passeur ce cas simple.
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2. — Si adiffère de 0, le changement de en — y permet de passer
de aà — a; on peut restreindre l'étude au cas où a est positif.

Les changements de signes de xet de (simultanés), le changement
de y en y+ /ctt kentierpositif ou négatif) ne transformant pas l'équation

(F), on peut se borner à Vétude des portions des courbes intégrales
situées dans la bande:

TU TU

£ — 0 -- *2 — y < + 2" •

Dans cette bande, le deuxième membre de l'équation (F) surpasse

a(l + tg2y) — | tgy\

et tend vers cette quantité lorsque x tend vers + go, ayant une
valeur fixe et négative. Le minimum de la quantité précédente est
4 i——. Il y a lieu de distinguer plusieurs cas, suivant le signe de ce

minimum.

3. — Premier cas. a>^ est alors supérieur à une cons-
** a X

tante positive, y est une fonction croissante de x.

4. — Deuxième cas. a~.^est toujours positif, mais peut
tendre vers zéro lorsque x tend vers + go par exemple lorsque y est

égal à —

5. — Troisième cas. a <~^est tantôt positif, tantôt nul,
(* Utantôt négatif. La courbe limite (G) sur laquelle -j- s'annule est définie
ci it

par l'équation;
— th x4-\/th2£ — 4 et'2

tgy2 a

Sur cette courbe, th x ne peut être inférieur à 2a. Pour th 2a,

y — — y(point A). Lorsque th x surpasse 2a, à une valeur de x

correspondent deux valeurs de y, dont la demi-somme est — et
4 *

dont la différence augmente avec x. Ces deux valeurs de y tendent vers
les racines y'^ et y"^ (y^<y"} de l'équation:

a(1 + t g2y)+ ig y 0

lorsque x tend vers + oo
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^ est positif à l'extérieur de la courbe (C), nul sur la courbe et

négatif à l'intérieur.

0 X

ys

_T|~
4

-

n
"2

Fig. 1.

Les courbes sur lesquelles — est égal à une constante donnée

/ 4tf2
(supérieure à —^—J sont analogues à (G) et s'emboîtent les unes

dans les autres.

6. — Remarque générale de comparaison des diverses équations (F). -—
Le deuxième membre de (F) est une fonction croissante de a. Donc si
deux intégrales des équations F (a) et F (a') où a' est supérieur à ay

passent en un même point d'abcisse pour x supérieur à x0 la
première intégrale (correspondant à a) est située constamment au-dessous
de la deuxième (correspondant à a').

Nous utiliserons souvent cette remarque.
Passons à l'étude détaillée de chaque cas.

Premier cas : > ^.

7. — Limitons d'abord l'étude à celle des portions des courbes
intégrales situées dans la bande définie plus haut (n° 2).

Désignons par x,#(0), x(^+ ^ les abscisses des points d'in-
7Z

tersection d'une telle portion avec les droites d'ordonnées —~, 0,

+ ^- Ces abscisses sont rangées par ordre de grandeur croissante:

sur la portion de courbe étudiée, x est fonction croissante de y.

Lorsque yest compris entre —~ et 0, ~ vérifie les inégalités:

a(1 + t g2y)+ t gythtf(0)< < 1 + t + t thz^—
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d'où l'on déduit:

f CO&*ydy < x(0) -xf-j
•J_ a -f- sin y cos yth x' — '

<
0

/ cos2 y dy
a -f- sin y cos y th (0)

et l'on constate, sur ces inégalités, que — ~j est borné

supérieurement et intérieurement, quelle que soit la valeur de x (0);
de plus, lorsque x (0) tend vers + co cette différence converge
uniformément vers:

o

cos2 y dyf a + sin y cos y

Lorsque y est compris entre 0 et + ^ vérifie les inégalités:

aQ + >g2î/) + » g 2/ th « (°) < <'g + 'g iha/+

d'où l'on déduit:

/ cos2 y dy /
TV x\ + "ô — XW

a + sin y cos th -f- ~

<
o

cos dyf a + sin y cos th (0)

Mêmes conclusions que précédemment. Lorsque x (0) tend vers

+ co la différence xi+ -^1 — #(0) converge uniformément vers:

TT

*9

cos2?/ dy
a -f- sin y cos y

0
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En résumé x^+^—x^—• ^ borné supérieurement et

intérieurement ^respectivement par l Par ï7/)

x — y) tend vers + 00 5 serapprocheindéfiniment de

+ -1

2

cos 2ydytzh + sin ycos yyV4__ ^

8. — On passe des portions de courbes intégrales précédentes aux
portions situées dans la bande:

z\ ^ îï
x — 2" — 2/<+Y

par symétrie par rapport à 0; puis aux courbes intégrales tout entières
par une suite de translations parallèles à 0 et de grandeur &tt, étant
un entier positif ou négatif.

* • T"Les points de la courbe intégrale, qui ont pour ordonnées ~ + /crc,
Jm

jouissent de la propriété suivante, qui est une traduction de la pro¬

chepriété du n° 7: ladifférence x|^ + krj — xT^ + (k — 1),tJ
7T

deux points consécutifs tend vers —jilorsque k tend vers d= oo.

En ces points, la tangente.à l'a courbe intégrale est parallèle à Oy.

9. — La régularité limite des points précédents nous conduit à la
question suivante: la courbe intégrale de (F) se
indéfiniment d'une courbe périodique lorsque x tend, vers ± oo (il suffît
de considérer le cas de + co).

La fonction th xtendant vers 1 quand x tend vers + go cette
courbe périodique ne peut être qu'une intégrale de Véquation:

jj; «(1 + «g2y) + tgy (1)

Comparons les valeurs des abcisses et correspondant à la valeur
y de l'ordonnée, sur une courbe intégrale de (F) et sur une courbe
intégrale de (1); la relation:

d(x -t) sin y cos y _ ih
ax cl+ sin y cos
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entraîne les inégalités:

d (s - 0 ^ __
2

(2)
dx "la — 1

^
2

e--x (27)
dx la+ 1

Désignons par X et T les valeurs des abscisses (respectivement
supérieures à # et £) correspondant à une valeur Y de l'ordonnée,
supérieure à y.De (2) et de (2') on déduit:

'-srn'" (3)

+ ' + <3'>

inégalités qui vont nous servir à établir qu'à une courbe intégrale de

(F) correspond une courbe périodique asymptote, intégrale de l'équation

(1).
Soit une suite de valeurs de X tendant vers + go :

Xlfx8l... (4)

et soit (cx), (c2), (cn) la suite correspondante de courbes intégrales
de l'équation (1), coupant aux points d'abcisses (4) la courbe intégrale
étudiée de l'équation (F); autrement dit: X3; Tn Xn;

A l'ordonnée y correspondent: d'une part l'abscisse x de la courbe
intégrale de (F), d'autre part une suite infinie tv t2l tn, d'abscisses
de points situés sur les courbes (cx), (c2) (cn) • •.; ces abscisses vérifient

les inégalités:

* 1
2X„ —2x1 <y nr — / f^ 2x 2X.[>-«» _ <x-tn< s—_ e-**n]2a+ 1 L« " — « J ^ ~ - — 1

déduites des inégalités (3) et (3'). La quantité \x — | est donc
bornée et les tn admettent au moins une valeur limite 1, soit t. Parmi
les indices 72, choisissons une suite infinie d'indices tels que les

correspondant tendent vers t: quitte à supprimer s'il le faut des Xn,
nous pouvons supposer que les tn tendent tous vers t (pour ne pas
introduire de nouvelles notations). Soit la courbe intégrale de

l'équation (1) passant par le point de coordonnées t et y. Toutes les
courbes intégrales de l'équation (1) se déduisent de l'une d'elles par
translation parallèle à 0;r, de sorte qu'en désignant par T l'abscisse
du point de (c)possédant même ordonnée que le point de (cn) d'abscisse
Tn Xn, les différences T — Tn et t— tn sont égales.

1 Us n'en admettent d'ailleurs qu'une. Ce point résulte de la suite du raisonnement.
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Des inégalités (3) et (3') on déduit alors les inégalités:

(<„ - - 2^1" (e'2X - e~Un) <x~t < (<„ - l)

+ 2«~l (e~2* - «""")

La courbe (c) est fee; l'indice est quelconque. Lorsque tend
vers + oo, les inégalités précédentes donnent:

^ 2# „—2a?e— ^x^t^jj—— e— (5)
2a + 1 2a

Lacourbe intégrale étudiée de Véquation (F) est donc asymptote à
la courbe intégrale (c) de Véquation (1), courbe périodique1.

Les inégalités (6) fournissent une limite de la distance de la courbe
étudiée et de sa courbe asymptote.

TV *
1

Deuxième cas: —.
À

10. — Etudions d'abord les portions situées dans la bande définie
au n° 2.

L'équation (F) peut s'écrire sous la forme:

^ + tg«/)2 — fgy (l — • (F')

Les inégalités:

J(1 + tg'ï) + «S2/)3

1Z

valables lorsque y est positif, fixent pour la différence xy-\- — x (0)

la borne supérieure tt et la borne inférieure 1. Précisons: x étant une

i Dans le problème d'Agrégation de 1928 figurent l'étude des courbes (7) et, (<?),
intégrales respectives des équations '

<r) •£.-** (*) £ cote v

yétant lié à x par l'équation (F). On consultera, pour l'étude de ces courbes, la solution
de M. Gambier. Je me borne à indiquer qu'une courbe (7) quelconque est asymptote à une
courbe périodique. Les courbes (S)jouissentd'une propriété analogue.
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fonction croissante de y, on a (même démonstration qu'au n° 7):

f— ky 1 + 2 sin y cos y In I + -y

2 cos2 ydy 7uy y < X + 2" — * (°)

<
0

V

/ 2 cos2 7/ dy
1 + 2 sin ycos th (0)

t:
Lorsque x(0) tend vers + go, ladifférence x —j — x (0), comprise

entre 1 tt, tend vers 1.

En effet, les deux, intégrales limitant cette différence convergent
vers :

V

/ 1

(l + 'g2/)2

11. — Toute portion de courbe intégrale coupant la droite d'ordonnée

•—fcoupe la droite d'ordonnée0et, par Za droite +-*.
Cette proposition est une conséquence de l'équation (F'): au point

d'ordonnée — coefficient angulaire de la courbe intégrale étant

positif, cette courbe atteint un point d'ordonnée — + s, à partir
•>c2

duquel le coefficient angulaire est supérieur à
L + ir

12. — Les recherches les plus délicates ont trait aux portions

comprises entre les droites d'ordonnées —• ^ et —
Toute portion de courbe intégrale ne coupant pas droite dordonnée

— if-est asymptote à cette droite.

Dans l'hypothèse contraire, il existerait une portion asymptote à la

droite d'ordonnée —~— s, s étant une constante positive. Or, dans

la bande:
v 7C TZ

X — 0 — — y t^ — £
z* t

ie coefficient angulaire de toute courbe intégrale est supérieur à

: ce qui conduit à la contradiction.



94 h: millo
13. — L'inégalité :

%>h1 + t*yy

valable lorsque y est négatif établit que la courbe intégrale issue d'un
point P0 de coordonnées x0yQ et asymptote à la droite d'ordonnée

— est située, lorsque x est supérieur à au-dessus de la courbe

intégrale de l'équation:

I *

passant par le même point P0. Or, sur une telle courbe, le produit
x(^— ~ — y^jtend vers ^ lorsque x tend vers + oo. Donc:

Surtoute courbe intégrale de (F) asymptote à la droite d'ordonnée — ~,

le produitx^—^ — y^ finit par être inférieur -f e, petite que

soit la constante positive t.

14. — Abordons maintenant l'étude de l'existence de courbes inté-
TU

grales asymptotes à la droite d'ordonnée — -f-.

L'inégalité:

J^A(l + tg y)* (6)

1
où A est une constante positive, nécessairement supérieure à

•>
est

valable lorsque le point x,y)estsitué sous ou sur la courbe d'équation:

— »g 2/(1 — »h x)(a — V) (1 + tgy)2 (7)

Pour fixer les idées, limitons l'étude de cette courbe à celle de la
portion comprise dans la bande

7Z

Sur cette portion, y. est une fonction croissante de x et tend vers —^
quand x tend vers + oo. Supposons qu'à partir d'un certain point M
(A) de coordonnées x (A) et y (A), le coefficient angulaire de la courbe
(7) soit supérieur à A(1 + tg y)2.D'aprèsl'inégalité (6), toute courbe
intégrale de (F) issue dun point dabscissesupérieure, à x (A), et situé
sous ou sur la courbe (7), restera nécessairem(lorsque x augmente
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indéfiniment) sousla courbe (7) et par conséquent sera asymptote à la

droite d1 ordonnée — f-.A

Démontrons l'existence du point M (A) et recherchons les valeurs
de ses coordonnées en fonction de A. Le coefficient angulaire de la
courbe (7) est, dans la bande (8), supérieur à: — 0,31 (1 + tg y). Il est

a fortiori supérieur à A (1 + tg y)2 à partir du point M (A) dont les

coordonnées sont définies par les équations:

î l est bien entendu que A doit être suffisamment grand pour que le

point M (A) soit situé dans la bande (8).

15. —- Jusqu'à présent, nous avons laissé constante la quantité A.
Faisons maintenant croître indéfiniment cette quantité, à partir d'une
valeur choisie de façon que x(A) soit, comme y (A), une fonction croissante

de A. Un calcul simple établit que cette propriété a lieu à partir
de A 1,14. Le point M (A) décrit alors une courbe (r) asymptote à

la droite d'ordonnée —L. Le point P de départ de (D correspond

à A 1,14. Ses coordonnées sont voisines de 1,984 (abscisse)et
— k 0,288 (ordonnée). Par chaque point de (r) passe une courbe (7)
et une seule. Soit (A) le domaine limité par (r), l'axe Orr et la parallèle
à Oy menée par P. De ce qui précède résulte la propriété suivante:

Toute portion de courbe intégrale de (F) issue d'un point P' du
domaine (A) reste dans ce domaine,est asymptote à la droite d'ordonnée

— y-, etson coefficient angulaire vérifie l'inégalité (6), en tout point
d'abscisse supérieure à celle deP'.A doit être considéré, dans cette inégalité, comme une constante,
dépendant uniquement de la position du point P'.

Il résulte de l'inégalité (6) que produit xf — ~ — y] finit par
1

dépasser y——s, si petite que soit la constante positive s.

Ce dernier résultat est à rapprocher de celui du n° 13, fixant une
limite supérieure pour le même produit.

Toute courbe intégrale étudiée dans ce n° sera appelée courbe du
premier type.

M (A)

16. — Il importe de préciser les propriétés de la courbe (D aux environs

de son asymptote. D'après les valeurs des coordonnées de M (A),
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le produit ^^— y^e2xtend ^vers 0,31 lorsque A augmente indéfiniment:

à partir d'une valeur numérique de la courbe (D est située
au-dessus de la courbe (T") d'équation:

(h

et toute courbe intégrale de (F), coupant la courbe (r')> en un point
d'abscisse suffisamment grande, est premier type.

Nous appellerons courbes du deuxième type les courbes intégrales

asymptotes à la droite d'ordonnée—|, et qui finissent par rester
au-dessus de (T'), et par courbes du troisième type celles qui coupent la

droite d'ordonnée — 7ti± •

Etant donnée une courbe de premier type, il existe toujours une
courbe du premier type d'ordonnée supérieure, pour une même valeur
de l'abscisse: en effet, soit P'.un point de la première courbe, intérieur
au domaine (A). Tout point P" de même abscisse, d'ordonnée
supérieure, et situé dans le domaine (A) donne naissance à une courbe du
premier type.

Etant donnée une courbe du troisième type, il existe une courbe du
troisième type d'ordonnée inférieure, pour une même valeur de

l'abscisse: en effet, soit Pt' le point d'ordonnée —7, situé sur la

première courbe. Tout point P", d'ordonnée — j, et d'abscisse supérieure

à celle de P,, donne naissance à une courbe du troisième type située
sous la première.

Ces deux propriétés montrent quexiste au moins une courbe de
deuxième type.

Coupons en effet les courbes intégrales de (F) par une droite d'abscisse

constante. Les points situés sur cette droite, qui donnent
naissance à des courbes du troisième type, admettent un point limite L
qui ne peut donner naissance à une courbe du troisième type. Même
raisonnement pour les courbes du premier type, avec point limite L'
d'ordonnée inférieure ou égale à celle de L. Dans le cas (qui d'ailleurs
n'existe pas, comme nous le verrons plus tard) où L et L' ne sont pas
confondus, toute courbe issue d'un point de l'intervalle fermé LL'
est du deuxième type. Dans le cas où L et L' sont confondus, la courbe
issue de L est du deuxième type.

17. — Nous avons vu qu'une courbe du deuxième type est située
au-dessus dç.la courbe (r'b pour une valeur assez grande de l'abscisse.

D'après l'équation (F), le coefficient angulaire ~ est supérieur,
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lorsque y est inférieur à —y, à 1 — tir x et a fortiori à e~~x. Sur une

cil! i
courbe du deuxième type, y— e~-x est positif; y + e-2x, fonction

croissante, est inférieure à sa valeur limite, qui est —y Donc:

Toute courbe intégrale dudeuxième type est située sous la courbe (r
d'équation :

_ \

T yi)e(r
4 ù

18. — Démontrons qu 'il rdexistecourbe du deuxième type.
Dans l'hypothèse contraire, soit y une ordonnée suffisamment

voisine de —7 pour que les branches de deux courbes intégrales du
4

deuxième type soient situées entre les courbes (r') et (r"), et soit £ et
t les abscisses correspondant à y, sur ces deux branches. La différence
t —• x conserve un signe constant, soit le signe + C'est d'ailleurs une

fonction croissante de y1 puisque ~ est inférieur à y, d'après l'équation

(F). On peut donc écrire, pour y >

t — X > t (y0) — £ (yQ) a

a est une quantité positive.
D'autre part, il résulte des équations (F') et (r") que la différence

— 7—y est comprise à la fois entre e~'2x et et entre et
10

y e~'2t. ce qui n'est possible que si l'on a:

ea I'"*1 <±. (9)

Or, d'après l'équation (F):

d-t (1 + t g y)- — 21^-2/(1 — th
dx (1 + tg?/)'2 — 2 {gy(L— ih

Le deuxième membre tend vers e-2lorsquey tend vers — f. Il y
dt

a donc contradiction avec l'inégalité (9): j- finissant par rester supérieur

à une quantité supérieure à 1, puisque t — est supérieur à une
quantité positive x,ladifférence t — devrait croître indéfiniment.
avec x.

L'Enseignement mathém., 29e année ; 1930. 7



98 H. MILLOUX
m • 7Z

19. — Soit S le point d'ordonnée — ^, situé sur la courbe du

deuxième type. Il est utile de connaître des limites de son abscisse.
Limite inférieure de Vabscisse de S. — On obtient une telle limite en

procédant à un calcul analogue à celui du n° 17: Sur la courbe du

deuxième type, le coefficient angulaire est supérieur à :

— yt1— th x)-De sorte que la courbe du deuxième type est nécessairement située
au-dessous de celle des courbes intégrales de l'équation:

7Z

qui est asymptote à la droite d'ordonnée —^, c'est-à-dire de la courbe:

— \/'l sin y 1 + éf-2*

Donc l'abscisse de S est supérieure à celle du point de la courbe

précédente, qui a pour ordonnée —^, et a fortiori Vabscisse de S est

supérieure à 0,44.
Limite supérieure de V abscissede S. — Soit (c) la portion de la courbe

d'équation:
1 + tgy — 1,9

située dans la bande

r ^ I L ^ y ^ Ll
a, — x

2 — y — ^ •

(On désigne par P le point d'abscisse 1 ; son ordonnée est supérieure à

— | X 0,5723.)

Nous allons démontrer que toute courbe intégrale de (F) coupant (c)
7Z

est asymptote à ladroite d'ordonnée — ~ (est du premier type).

Plaçons-nous dans l'hypothèse contraire et désignons par M le point
TC

de la courbe intégrale qui a pour ordonnée —^ et par N le point de

la courbe intégrale situé sur (c), le plus proche de M s'il y a lieu de
choisir.

Sur la portion NM de la courbe intégrale, on a l'inégalité:

dy ^It\ti on—-ocIV,(1.9)2~1

dx < + ig y)2+ 2 e<[2 +
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En intégrant:
7Z I

- 2/(N) < TT/,

"2 + itr-2] [e~2x(N) - e~3X(M)]

et a fortiori:

4
y(N) < l,9025e-2x'N' (10)

D'autre part, le point N étant situé sur la courbe (c), on a:

lSH y(N)
1.9e-x,N»

2 + 1,9e-siN7- > 0,704 e-x<N'

et, en tenant compte de ce que l'angle y(N) est inférieur à

l'angle y (P):

y(N) > 0,7009 <fx(N) (10')

Les inégalités (10) et (10') sont contradictoires, car x (N) dépasse
ou égale 1, ce qui démontre la proposition énoncée plus haut.

La courbe intégrale de (F) passant en P est donc premier type.
7Z

Cette courbe coupe la droite d'ordonnée —2 en un point d'abscisse

inférieure à 0,8154, comme on le voit en appliquant l'inégalité:

g <!« + .*•#)

à la portion de la courbe intégrale comprise entre P et la droite

d'ordonnée — 7.A

Donc: Vabscisse de S est inférieure à 0,8154.

20. — Résumé. •— Les portions des courbes intégrales de l'équation
(F), situées dans la bande définie au n° 2, se partagent en trois types:

Premier type. — Courbes intégrales asymptotes à la droite d'ordonnée

— 2
; leproduit x^— ~ — y^ est c,une courbe

entre deux bornes positives.

Deuxième type. — Une seule courbe asymptote à la droite
d'ordonnée —Le produit e2x('—~—y) est supérieur à 1 et finit

10
par être inférieur à —.
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7Z

Troisième type. — Courbes coupant la droite +-»
7C

La courbe du deuxième type rencontre la droite d'ordonnée — -en un

point S d'abscisse comprise entre 0,44 0,8154. Tout point de la même
ordonnée, situé à droite de S, donne une courbe du premier type. Tout
point situé à gauche de S donne une courbe du troisième type.

/

21. — On passe ensuite aux portions des courbes intégrales situées
dans la bande :

^ —0 — — — + j
par symétrie par rapport à 0; et enfin aux courbes intégrales tout
entières par translation parallèle à Oy.

Il résulte de ce qui précède que lorsque x croît de — oo à + oc

croît et sa-variation totale est finie: toute courbe intégrale finit par être
7Z

asymptote à une droite d'ordonnée —^ + kiz (x tendant vers + oo) ou
7Z

+ ^ + h'7T(x tendant vers —• oo)

Toute courbe intégrale se ramène, après translation, à une courbe
7U

du groupe de courbes asymptotes à la droite d'ordonnée — ^ ; ces

courbes sont limitées: à gauche, par la courbe du deuxième type relatif
7Ü

à la droite d'ordonnée — ^ (cette courbe-limite fait partie du groupe)

et à droite, par la même courbe, à laquelle on a fait subir une trans¬

lation de — 7T, parallèlement à l'axe Oy (cette courbe-limite à droite
ne fait pas partie du groupe; elle est indiquée en pointillé sur la

figure).
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La courbe-limite à gauche coupe l'axe 0 en un point d'ordonnée
3 7Z

comprise entre 0 et — tt, et la droite d'ordonnée en un point

d'abscisse inférieure à — 1. Elle est donc asymptote à la droite

d'ordonnée par rapport à laquelle elle est de premier type. La

courbe symétrique par rapport au point de coordonnées 0, — de

la courbe intégrale précédente, est une courbe du groupe. Elle est de

deuxième type par rapport à la droite d'ordonnée —^ et de premier
7t:

type par rapport à la droite d'ordonnée r-w. Toute courbe intégrale

intermédiaire entre ces deux courbes intégrales possède mêmes

asymptotes, par rapport auxquelles elles sont de premier type.
Enfin les autres courbes intégrales du groupe sont asymptotes aux

droites d'ordonnées —| et — 11par rapport auxquelles elles sont

de premier type L

1

Troisième gas : <y.

22. — On peut classer a priori en plusieurs catégories les portions
des courbes intégrales situées dans la bande définie au n° 2. En allant
du haut vers le bas, les courbes intégrales qui peuvent se présenter
sont les suivantes:

Première catégorie. — Courbes coupant la droite d'ordonnée +
Toute courbe coupant la droite d'ordonnée yl (définie au n° 5; voir
la figure de ce numéro) est de première catégorie.

Deuxième catégorie. — Courbes situées au-dessus de (C) et au-dessous
de la droite d'ordonnée ?/£, à laquelle elles sont asymptotes. Nous
verrons qu'il en existe une et une seule.

Troisième catégorie. — Courbes coupant la courbe (C). A partir du
point d'intersection avec (C), le coefficient angulaire d'une courbe cle

troisième catégorie est négatif, et la courbe intégrale reste à l'intérieur
de (C) qu'elle ne peut couper à nouveau, en raison de la valeur du
coefficient angulaire. La courbe intégrale possède donc une asymptote
parallèle à 0.x, et cette asymptote est la droite d'ordonnée y^. En effet,
si c'était une droite d'ordonnée ?/0' + s, s étant une quantité positive

i Les courbes (7) et (<?) (se reporter pour la définition à la note du n° 9) admettent
des directions asymptotiques. Mais, en général, les asymptotes sont rejetées à l'infini.
Il y a exception lorsque la courbe intégrale de (F) correspondante est du deuxième type
par rapport à l'une de ses asymptotes. Les courbes (7) et (r/) correspondantes possèdent
alors chacune une asymptote (coefficient angulaire ±1).
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X

fixe, le coefficient angulaire ~ serait aussi voisin que l'on voudrait,

pour x assez grand, de la quantité

«t1 + t g2 (yq+ s)] + tg (yQ + s)

qui est de l'ordre de grandeur de — ^'où conf'radiction.

Toute courbe coupant la droite d'ordonnée y'0 est évidemment de
troisième catégorie.

Quatrième catégorie. —- Courbes ne coupant pas la droite d'ordonnée
y'0. Le coefficient angulaire étant positif, ces courbes admettent une
asymptote parallèle à Orr, et cette asymptote est la droite d'ordonnée
comme on le voit en appliquant la remarque faite pour les courbes de
troisième catégorie.

Les courbes de quatrième catégorie n'existent que si a est compris

entre et\.1 JL

1
Remarque de comparaison avec le cas a —. — La courbe issue du

point S ^point défini dans le cas se trouve nécessairement

au-dessous de la droite d'ordonnée —puisque, d'après la remarque

du n° 6, elle est située au-dessous de la courbe du deuxième type
^cas aDonc c'est une courbe de troisième ou de quatrième

catégorie.
Passons à l'étude des courbes de chacune des catégories.

23. — Courbes de première catégorie. — Ces courbes s'étudient comme

les courbes du troisième type (aj. La différence des abscisses

xÇ+^ —• #(0) est comprise entre:

i Jcos*ydy
0

et:
7ÏÏ

'À

f cos2ydy 1
Log

^

a + sin ycos yko

et tend vers cette dernière quantité lorsque #(0) tend vers + go.



ÉTUDE D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 103

On a des inégalités analogues lorsque #(0) est négatif, pour la

portion de la courbe située à droite de l'axe

24. -— Courbe de deuxième catégorie. — Il en existe au moins une. -

Le raisonnement qui aboutit à cette conclusion est analogue à celui

que nous avons fait au n° 16, pour démontrer l'existence d'une courbe

de deuxième type ^ a• au-dessous d'une courbe de première

catégorie, il existe des courbes de première catégorie; au-dessus

d'une courbe de troisième catégorie il existe des courbes de troisième
catégorie. On achève comme plus haut.

Il n'existe qu'une seule courbe de deuxième catégorie. — Soient en
effet y et Y les ordonnées (Y > y) de deux courbes, correspondant à la
valeur x de l'abscisse. On a:

d^dx'yf> ('s Y — 's ('s Y + y) + th X1

Lorsque x tend vers + oc, la quantité entre crochets tend vers
2 a tg yl + 1 \/1 — 4a2; par conséquent lorsque x dépasse une

certaine valeur x0, -^—— est positif et Y — y reste constamment
* tkj

supérieur à la quantité positive: Y(#0) — ce qui conduit à la
contradiction.

25. — La courbe de deuxième catégorie (prolongée s'il le faut à

gauche de l'axe Oy) coupe la droite d'ordonnée —y en un point- T.

Donnons quelques indications sur la position de ce point.
La remarque du n° 6 permet de constater que l'abscisse de T une

fonction croissante de a (yl croit lorsque a décroît) et que le point T se

trouve à gauche de S (ce dernier résultat est une conséquence évidente
de ce qui a été dit à la fin du n° 22).

Nous allons montrer que le point T s'éloigne indéfiniment vers la
gauche lorsque a tend vers 0, et se rapproche indéfiniment du point S

lorsque a tend, vers y.
Etude dans le cas ou a tend vers 0. —• Le coefficient angulaire de toute

courbe intégrale est inférieur à 2a dans la bande:

x —0 — —

Soit P le point, d'abscisse nulle, qui est situé sur la tangente à (G)
ayant pour coefficient angulaire 2a. Un calcul simple établit que si a

ne surpasse pas 0,2, l'ordonnée de P est supérieure à — j et comprise
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i

_

entre — a et — 4 a.Dansce cas, la courbe intégrale issue de P est
nécessairement située sous la tangente a (G), et par suite c'est une
courbe de troisième catégorie. Sur la partie de cette courbe située

entre P et la droite d'ordonnée — — le coefficient angulaire est

inférieur à
«(1 + tg*y) — t

et l'on a:
7t

|
1Z

'

2 à/iz\ C*dy 1 • 0,2
XV 2i J «I1 + tg ''y)— tg y<2J tg «

< 2 °°
—4 a +4a

Cette inégalité fournit une limite supérieure de l'abscisse de T. On
obtient une limite inférieure en remarquant que la courbe issue du
point Q d'abscisse — 1 et d'ordonnée — a est de première catégorie,

et que sur la partie comprise entre Q et la droite d'ordonnée —~ le

coefficient angulaire est inférieur à —• |tg d'où l'inégalité :

s

TC

*(-£)+4>-r^---tL°8-L-\ lJ JStgy 3 sin
—a

et a fortiori:

x(~i) > ~1'01 ~ ïLob7 •

4 iEn résumé Vabscisse de Test comprise entre — 1,01 —3" Log -
10 2

— — Log — lorsque a est inférieur à 0,2. Cette abscisse est négative
^ Cl

et tend vers — 00 lorsque a tend vers 0.

Etude dans le cas ou a tend vers «p — La courbe intégrale de (F) issue

de l'origine coupe la droite d'ordonnée + en un point d'abscisse

inférieure à ^, et par suite la droite d'ordonnée — L en un point

d'abscisse supérieure à -—~ ce qui montre que l'abscisse de T est

7Z 1
bornée intérieurement par — ^ lorsque a tend vers -.

7» •Soit S' un point de la droite d'ordonnée — situé dans le voisinage

de S, et à gauche de ce point. Par S' passe une courbe (c) du troisième
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type (^a^ qui coupe la droite d'ordonnée + — en un point M. Par

M passe une courbe de première catégorie ^ <i- que nous désignerons

par c(a). Nous allons voir que lacourbe c(a) rapproche indéfiniment

de lacourbe (c), lorsque a tendvers — y étant compris entre —et -f- f.
Désignons par xet tlesabscisses respectives des points de (c) et de

c(a) ayant même ordonnée y. Il résulte de la remarque du n° 6 que la
différence x — t est positive. Sur la courbe fixe (c), le coefficient
angulaire est supérieur à une constante positive que nous désignerons
par c. Cette constante dépend, bien entendu, de la nosition du point
S'.

Des deux équations différentielles relatives à et a, on tire:

d t— x) (1 — 2a)+ 2 sin y cos y (tli x — tli t)

dt 1 + 2 sin y cos y th x

d'où, a fortiori l'inégalité:

d (t—x) I1 \
£ dT~ < (j ~ ") +

qui établit que la différence x — t est constamment inférieure à la
solution ilde l'équation différentielle:

du fi \ ~ ldï\2 ~+ "

qui s'annule pour tx (M), solution qui a pour expression:

u - — a — 1

D'après la remarque faite au début de cette étude, t est borné

intérieurement; x(M) et e sont fixes. Donc lorsque a tend vers { la
différence x — t tend vers zéro.

Le point S' était fixe. Faisons-le tendre vers S. A chaque position
de S' correspond une valeur de a telle qu'il existe une courbe de

première catégorie coupant la droite d'ordonnée —— en un point-
situé aussi près que l'on veut de Sr: et par suite ce point tend vers S.
Le point T, étant situé entre ce point et le point S, tend vers S lorsque
a tend vers 7>-.
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26. — Propriétés asymptotiquesde la courbe de deuxième —

L'équation (F) peut se mettre sous la forme:

H1 + ^tf) + — 4S2/(I — ths) (F')

La quantité a(1+ t g2 y)+ t g yest de l'ordre de grandeur de

y — y"0. D'une façon plus précise le rapport tend
y-y,

vers la quantité:

2yl — 4«2
a

t + *\/1 — 4 2

lorsque x tend vers + oo.
De même — tg y(1— th x) est de l'ordre de grandeur de e~2x; le

rapport — —-^2a?th
—tend vers la quantité:

6

p
4a

i + V1 —4«2

Lorsque x est suffisamment grand, le coefficient angulaire de la
courbe de deuxième catégorie est inférieur à 6(1 + e) s étant
une constante positive arbitrairement petite. On en déduit que la

fonction y + —
1

~ -e"2* est décroissante, et par suite supérieure

à sa valeur limite yD'oùl'inégalité:

y\ — y < "I15'1 + (11)

D'après l'équation (F'), on a, dès que x dépasse une constante
dépendant seulement de s:

%> -^.(l + s)2e-te + f3(l-e)e—2x

a étant inférieur à 1, lorsque sest suffisamment petit l'inégalité
précédente entraîne à fortiori l'inégalité:

È>
et en intégrant :

y[ - y > t - s) «~2x
• 01')
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D'où la propriété asymptotique suivante, déduite des inégalités (11)

et (IL'):
Lorsque x tend vers + co, leproduit (y * — y)e~x reste swf

la courbe de deuxième catégorie,eto# constantes positives.

27. — Courbes asymptotes à la droite Fordonnée — Aux environs
de cette droite, la quantité a (1 + tg2 + tg y est de l'ordre de

grandeur de y[ — y. D'une façon plus précise, le rapport

a( 1 + tg2y) + tg- y

y[-y
tend, lorsque y tend vers y'0, vers la quantité:

^
<y/i — 4 a- (l + V1 — 4 a2)

_
2 \/i — 4 a2

T 27^ - < _

en étant supérieur à ylorsque y est inférieur à y'0, et inférieur à y
lorsque y est supérieur à y'0.

La quantité: — tg y (1 — th x) est de l'ordre de grandeur de c~2;x:.

D'une façon plus précise, le rapport ^— tend vers la

quantité :

^
1 + \/1 — 4 a- 4a

~~
« ~

1 — V1 — 4 a2

quand x augmente indéfiniment, et quand y tend vers Ce rapport
est inférieur à S lorsque y est supérieur à y'0. On ne peut rien dire
lorsque y est inférieur à y'0.

28. — Courbes de troisième catégorie. — On suppose y supérieur à y'0,

et x assez grand. Le coefficient angulaire ~ vérifie alors les inégalités:

< y(i - -)(y\ -y) + °e~ix(12)

^ > t(y[— y)+ s(i - s)e_2x • (12')

ô est une constante positive, dépendant de la position du point
de coordonnées (x1 y-Qàpartir duquel on étudie la branche de la
courbe intégrale, s est arbitrairement petit, pourvu que ce point soit
situé assez loin.
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La courbe intégrale étudiée est donc, pour supérieur xvsituée

constamment au-dessus de l'intégrale de l'équation:

Y {y[ — y) + 8 — £) e-2x

issue du point Mx, et constamment au-dessous de l'intégrale de l'équation:

% t*1- *)(y'0-y) +

issue du point Par suite, la courbe intégrale vérifie les inégalités:

y — y — Ce~^x +' —s^* *0 y(1 _ g) __ 2

y — y — Oe~',x + ^ $ e~2x
0 Y — 2

Lorsque y est égal à 2, cette inégalité doit être remplacée par la
suivante :

y-y0- [G" + 8(1 - t)x\e--x
i

t *

G, G/, ou, le cas échéant, G", sont des constantes déterminées par la
condition que ces inégalités, se transforment en égalités au point. Mx.

Lorsque y est supérieur à 2 (a<j y — y'0 est de l'ordre de

Lorsque y est inférieur à 2 G et G' sont positifs, et y—\'est d'un ordre compris entre e~txet Lorsque y

y — y'0 est d'un ordre compris entre et

29. — Courbes de quatrième catégorie. —Elles satisfont aux
inégalités:

% <T(! + «) -y) + 8(1 + t)e~-x (13)

^ > t(y'0 — y) + s(! — s)«""x <13')

à partir d'un point Mx; la constante positive s est arbitrairement
petite et ne dépend que de la position de Mx. L'étude se poursuit
parallèlement à la précédente. La dernière inégalité entraîne soit
l'inégalité:

y'o-y^C'e-i* +e~'iX (ï * 2) (I4')
T

]
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soit l'inégalité:

yQ - y A: [0"— 8(1 - e)x]e~2x (y 2) (14")

G' et G" sont déterminées comme plus haut. On constate immédiatement

que lorsque yest supérieur ou égal 2, quelle que soit la valeur
de C' ou de G", y'0 — y finit par devenir négatif: donc il n'existe pas de

courbe de 4me catégorie.
I

Lorsque y est inférieur à 2 a >-y—J —- y satisfait aux inégalités

('14') et:
' \ r-„-Ï(1 + £)ar §(1 + s) _2x

y.~y- Ce + 2_t(I + t)e (1"'

2 — yPour fixer les idées, on choisira pour s la valeur ; le point Mx

peut alors être choisi à l'intérieur d'une certaine bande:

^ y1 N: y ék — -

et si, en outre, il est choisi sous ou sur la courbe d'équation:

'
„ + t) n-1xy — y —r.reJ° t — T)

la constante G de l'inégalité (14) est nulle, ou positive, et la différence

y'0—-y reste positive; donc: Lorsque y est inférieur à 2^a >
il existe des courbes de quatrième catégorie.

Sur ces courbes, y'0 — y est d'un ordre de grandeur compris entre
(NU et e~IU+ 0».

30. — Courbe-limite de quatrième catégorie. — Le groupe des courbes
intégrales de quatrième catégorie est limité à gauche, par une courbe
qui fait partie de ce groupe. Donnons quelques indications sur la

position du point R d'intersection de la droite d'ordonnée —L et de

cette courbe-limite.
Sur la partie de cette courbe située dans la bande définie au n° 2,

le coefficient angulaire est supérieur ky(y'Q — y) + - la courbe

intégrale de l'équation:

dy '\8 _-,r
—r-y (y — y) H—ydx o Jl '2
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issue du point R, est donc asymptote à la droite d'ordonnée z/0', et
constamment au-dessous de cette droite, puisqu'elle est au-dessous de
la courbe-limite étudiée. Il est nécessaire pour cela que l'abscisse de R
soit supérieure ou égale à celle du point d'intersection de la droite

d'ordonnée— et de la courbe :
z

' ^ —Or

y.-y w=7)e '

On en déduit a fortiori que Vabscisse de R est supérieure à

15U-Ü?

a/3"
et tend donc vers + oo lorsque a tend vers -^7—* •

1

Etudions la position-limite de R lorsque à tend vers - Les

constantes yet âtendent respectivement vers 0 et 2.

Lorsque y est voisin de —le rapport: est voi-- y
sin de 0. Choisissons, pour fixer les idées, des valeurs de y suffisamment

proches de — ~pourque l'on ait l'inégalité:

— (15>

Cette inégalité entraîne l'inégalité :

j-x < t{y[-y) + 2(i + i)e2a:

1
e et y) sont des quantités qui tendent vers zéro avec -— a.

L'inégalité précédente montre que l'on a:

y'o - y ^ Ce-* + (1 + e')«"2*

' 2 fl J- Yi)
où 1 + erl et où la constante C est déterminée par la
condition d'égalité pour le point xx y1 à partir duquel on étudie la
branche de courbe. Cette courbe est de quatrième catégorie si l'on,
prend:

2/'-2/i (1 + =')e~2ri
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puisque G est alors nul. y1 est limité par l'inégalité (15), nous pouvons
prendre:

y'-Vi -\-vt d5'>

d'où:

-\~y, 2(1 + s')«-2*' (16)

Par tout -point de la courbe (16) passe donc une courbe de quatrième
catégorie. La valeur de a correspondante est donnée par l'inégalité

(15'). s' est une fonction de a tendant vers zéro lorsque a tend vers -
C'est donc une fonction de x1tendant vers zéro quand x1 tend vers
+ oo.

Comparons maintenant avec les courbes du premier type ^ ^.
Soit M un point de la courbe (16). Par M passe une courbe du premier
type, et une courbe de quatrième catégorie située, entre M et la droite

d'ordonnée —L, au-dessus de la courbe du premier type, d'après la

remarque du n° 6. Lorsque l'abscisse de M tend vers l'infini, le point
d'intersection de la droite d'ordonnée — et de la courbe du premier

h*

type tend vers le point S (ceci résulte de ce que sur toute courbe du

premier type, le produit x^^finitpar être compris entre

deux constantes positives. Donc aucune courbe du premier type ne
peut être située constamment au-dessus de la courbe (16)).

Il résulte de ce qui précède que l'abscisse du point R finit par rester
inférieure à une quantité aussi voisine que l'on veut de l'abscisse de S.

D'autre part le point R se trouve nécessairement à droite du point Tt
et ce dernier point tend vers le point S (n° 25). Donc:

1
Lorsque a tend vers le point R tend vers le point S.

31. — Les portions des courbes intégrales situées dans la bande:

X A 0-A. y Ai + —
2

1

2

se déduisent des portions étudiées jusqu'ici par symétrie par rapport
à 0.

On passe ensuite à une courbe intégrale tout entière par translation
parallèle à l'axe 0 yL

i Les courbes (7) et (£) (voir la note du n° 9) possèdent, lorsque ce tend vers + oo des-
asymptotes.
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On peut se borner à la construction du groupe d'intégrales asymptotes,

lorsque xtendvers + oo, aux droites y'0et Ce groupe admet
comme courbe-limite à gauche la courbe de deuxième catégorie (par

rapport à yl) et comme courbe-limite à droite la même, à laquelle on
a fait subir une translation de — t. parallèlement à Oy. Cette dernière
courbe-limite ne fait pas partie du groupe. Elle est tracée en pointillé
sur les figures.

1

Les cas de a voisin de 0, a voisin de jfournissent deux genres de

figures.
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