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COURBURE GEODESIQUE. LIGNES GEODESIQUES

PAR

Iv. TzENoOFF (Sofia).

L]

1. — Soient

= f(q1, q2) » Yy =091, 9) » 2z =10(q1, )

les équations paramétriques d’une surface (S). On définira une
courbe (C) de la surface en établissant une relation entre les
coordonnées curvilignes ¢, et ¢,; ou, ce qui revient au méme,
en exprimant ¢,, ¢, en fonction. d’un méme parameétre; nous

rendrons I’arc s de la courbe pour ce parameétre.
P p P

Nous nous proposons de calculer d’une maniére nouvelle la

courbure géodésique et ’équation des lignes géodésiques.

Dans tout ce qui va suivre nous désignerons par z’, y’, ..., ¢,

les dérivées par rapport asdex, v, ..., ¢, resp.
Considérons les fonctions

2 __ 12 ’2 e __ - N
U =a"+y* +2=119.9.9,9)=1,

. " » ” ) . 14 ’ 14 14
VE=a” 4y + =19, 9,09, 49 9, 9,) -

On a
ox ¢ ox ;r '
o g VT B
oo (1)
0 n 0 ” d%x 12 o 2 s 0’z 19 " __ "
':S?ql_}_b_qzqz—i_g—qqu T bqlbqgllqz ;Eq.z y = =
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En tenant compte des formules classiques

dx\2 dx dx dz\?2
oS reBEE. e-S()
~\o¢q, 04y 9¢; 0q,
ox o’z 1 on'b% __10E
0q1 d g2 209, 0 ¢y 090G, 0q, 20¢q, "’
1
ox Pz  10aG Dxb‘“’x_ib_(i
0 010Gy 20q; 2y vgr 204,
2
Zox % ok 103G ox d*x  OF ia_E_
D{llb(lz —0(12 2bq1~’ ‘_qu‘.’b(li D(/]_ 20{/27
2
pour les fonctions considérées on aura
:
,v .72__,/2 N ‘/2—1 2
|E U? = Eq~ + 2Fq q, + Gg, =1, | (2)

V2 — E(/:2 + QF(/: (/;/ + G(/;/2

n| ot ot o 1 /0E 1 0F /v 0G 1o
+?ql[hq1+lq2—-§<— +2—¢q.9q,+ f/2>]

0qy 1 0qy 172 0¢q,
" 1 /0 1 0F o+ 0G 1 o
+2q2[[‘(/ +Gq ——-——<\(](] +2072q1q2~,-0—(]—2¢/2>:|—{—... . (3)

Considérons un vecteur U de grandeur un dlrlge suivant la

1

tangente de la courbe (C) et un autre vecteur V de grandeur P
dirigé sulvant la normale prmmpale de (C). Le produit scalaire

| du vecteur V et du vecteur 83(690 8J, dz) [représentant le
!t déplacement infinitésimal du point M (x, y, z) obtenu en donnant

B aux ¢,, ¢, des variations infiniment petites d¢,, 0¢,] est donné
| par la relation

Vés cos (V, 8s) = 2"0x + y"Sy + 2”3z

” 0x " b?/ 0z " Dy ” 0z
- 4 S + — —[— 7 0O + i z ,
<x Y > T ( 3(/2 Y 0y D(/2>8(/2

b 14 w V4 Z”
Vos cos (V, 8s) = <a:” — ”i, + 3" 0 AR
Dq 0(/1 D(/l
, x” , ¢ y” 0z"\ . i/0Ve dV?2
+ ( ’ " ' " + "” —7 | 0qy = —Z N Oql + " 8(12 (4)
. 0 q b(/2 0q D(/ 0q

V2 doit étre remplacé par sa valeur (3).
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- Désignons par 6 I'angle que fait la normale- principale de la
courbe (C) avec la normale de la surface (S) et appliquons la

formule générale (4) au déplacement Js, perpendiculaire au -

vecteur U. On aura

sin 6 1 /oV?2 V2,
0s = 7<—7,.3?1 + -'.75%)
e “\%9, - oq

N 1 2

et la courbure géodésique est donnée par la formule

1 sin § 1 /oV23 dVEd g .
F = o == ? <b " BZI + N I 6:2> : (5)
g . 9, 9, :

Des équations

5q,\* 0q, 04, 3 q,\*
— s e — 1
E(m) + 255 T 95

et
Eq18q1 + F(q16q2 4 q28q1) -+ G(/28q2 =0,

[qui expriment que le déplacement Js est effectué sur la surface
et qu’il est perpendiculaire au vecteur U(x’, y’, z’)], on tire
facilement

8¢, _ _ Fo, +Ggp 1 o U2
Bs VEG — F* 24/EG—F? aq

’ ’ o, .
5qs qu + Fy, _ 1 o U?

55 T WEG—F  24/EG—F? og

Par conséquent,

ol  oV?2
1 1 0g, bqf 6
P 44/EG—F® |oU? oV? (©)
7 N
qu b‘qz
2. — Pour obtenir les lignes géodésiques de la surface, il faut

exprimer que la courbure géodésique est nulle, ce qui donne

I’équation .-
' oV2oU2 V22

" 7 - ” 7
bql bqZ b72 bql

~3
~

— 0. (
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., oVZz V2 ., . .,

Les deux quantités —, — sont liées par I'identité
0q 0¢
1 2

ove ovz
- " (/1 + ” (/2 - O ' (8)
0(/1 0(]2

On peut établir cette identité de la maniére suivante. On a

ToV? 0x" oy” 0z" ox 0 0z
o — x// - + y// 3/” + Z” — — x// + y// y + z/[ ,
254" * dq 0q d ¢

0 1, 0 9, 0 1, 0 1, 1 1 1
1 0V? ox” oy” 03" ox 0 0z
. ~ — xl/ — —I'_ yll 3/” + Z// = J— x// + yll 0 y + Z” b .
2 0, 0q, 0g, oq, 0y 72 9

Multiplions par ¢, ¢ les deux équations et ajoutons-les.
On aura

1 /oV2 i ovV2 " ‘dx v i ox 1
— [ —¢ — = ' — —
2 0(/: & 0(/;’ s WAL

|

‘ 1AW n ! n _’ ] dU2
+...:xx+yy+zZ:7ds:0'
Des relations (7) et (8) on tire
V2 72
0 " - ’ b\” = O ! (9)
?)(]1 D(/2
ou bien, en tenant compte de (3),
d L ’ 1 /OE 1 ‘)bF ror 0G 1
S e+ P =3 (g + g+ Sgel) =0 )
(9’

d,/ / I /oK 1o oF o+ 0G 1o
( Z(IQIJFG‘IZ)_“Q—(O%‘/I + 21—2(/ q, + 2(/2> = 0.

Ce sont les équations différentielles des lignes géodésiques.
Ces deux équations rentrent d’ailleurs 1'une dans [autre
moyennant la relation

. N L r2
2 = ]L(]l 4 2}*(/1(/2 4 Gr(/2 =1 ,

1 On sait que les lignes géodésiques d’une surface sont les trajectoires d’un point
matériel qui n’est sollicité par aucune force. Les équations du mouvement sous la forme
donn¢e par M. P. AppeELL [ Mécan. rat., t. II, § 465, IVe éd.] coincident avec les équa-
tions (9).
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qui permet d’éliminer ds de 1’'une ou de ’autre, par exemple de
o V2 ‘
,bq
second ordre entre ¢, et ¢,. Son intégration conduit a la relation
gs =1f(gq,) qui définit les lignes géodésiques de la surface (S).
Nous avons donc montré que la recherche des lignes géodési-
ques se raméne au probléeme d’Analyse suivant: trouver le

= 0. L’équation obtenue est une équation différentielle du

: 1 ) . ’ 4 :
minimum de la courbure V = o considérée comme fonction

explicite de deux variables 1ndependantes q ¢; (les dérivées
secondes par rapport & I’arc s des deux coordonnées curvilignes

q}n QZ)

3. — Nous allons faire une application de la méthode précé-
dente & la recherche des lignes géodésiques des surfaces de
révolution:

x = rcosf , y = rsinf , z = o(r) .
. On trouve
V2 :'23”2 + yIIZ + z//é — r!/2(1 + q‘312)
6722 2 (02 — o' 0" 1Y) 4 L0107 4

Alors les équations des lignes géodésiques sont:

12V2 s o ) d, o
T35 — 8”.r2 4+ 20" rr" ; ou blep -075('1‘6')“0 ,
2 .
.

auxquelles il faut joindre l’équation
U2 — 1 = x/2 . y’2 + Z,2 — r./2(1 -+ C‘D/Z) + r26/2 .

En éliminant ds des équations

,dh
d.s—c’

dr\? df
(1—5—9’2)(-625:)—]—7(0[8)_1.
on obtient .l’équati‘on différentielle de la projection des lignes

géodésiques sur le plan Oxy

dr 1 4+ o2
=+ = Sl S
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4. — Nous écrirons de méme I’équation différentielle des
lignes géodésiques en coordonnées rectangulaires. Soit

z = [(x, y)
I’équation de la surface (S). On a (avec les notations classiques)
d=pat tqy = pat 4 oqy” Ao Zsdly 4ty
Par conséquent
U= (1 4 p%a™ + 2pg’y’ + (L + 4%y,

\'2 — (l _+_ P.‘z)xr/g + 2[)(/53”3/” + (1 + qg)y//g
+ 22" p(ra’? + 2sa’y’ + ty'?) + 2y"q(ra’? + 252’y + ') + ...

Les équations différentielles des lignes géodésiques sont

| 1 b\yz 9 " ” 19 r ’9
(10)
1 O\Yg 9 4 " 19 . ’o

Il suffit d’éliminer ds des équations (10). En posant pour

abréger
rx’? 4 2sx’y’ + oyt = m

on tire des équations (10)

” ) Illp " I?I(/ B

Lt p? + B A

En portant ces valeurs dans I’équation

(IZy . x/y” . ylx//

dz? x'?

on obtient finalement

, r-{-?s@—f—t(i{—g{\“
Ty _(, % de___\da
dz? 1 de 1+ p?* 4+ ¢

L’Enseignement mathém., 29e année; 1930.
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