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LA SPHERE DE LONGCHAMPS: UNE DEFINITION

PAR

Nathan AvrsHIiLLER-Court (Oklahoma, E.-U.).

1. — On a maintes fois remarqué que la géométrie du tétraedre
est loin d’avoir atteint le méme degré de développement que
celle du triangle. G. pE LLoNGcHAMPS en a donné la raison sul-
vante ': « Le tétraédre posséde quatre sommets et six arétes.
Or, avec quatre lettres A, B, G, D, on ne saurait, par une per-
mutation circulaire, produire six combinaisons. Les arétes du
tétraedre... ne peuvent donc étre obtenues de cette facon ».
Comme un obstacle d’'une autre nature cet auteur a cité «’ab-
sence, dans le tétraedre, d’éléments tels que I'orthocentre, la
sphere conjuguée, etc. ». De ses observations il conclut que «les
analogies entre les deux géométries, celle du triangle et celle du
tétraedre, ne sauraient étre recherchées avec un succés relatif
que pour certains tétraedres d’un genre particulier ».

On peut ajouter que ces analogies, méme quand elles existent,
sont cachées par le fait que dans un élément d’un triangle se
confondent souvent plusieurs éléments du tétraédre. A un coté
du triangle, pour en citer un exemple, correspondent dans le
tétraedre I'aire d’une face aussi bien que le périmétre de cette
face.

2. — On se heurte & toutes ces difficultés quand on cherche &
étendre au tétraedre les notions établies pour le triangle. Comme

exemple considérons une question discutée par de Longchamps
lui-méme.

1 Mathesis, 1890, p. 49 et suivantes.
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Cet auteur était le premier & attirer I’attention sur le cercle
- orthogonal aux trois cercles (A, a), (B, 8), (C, ¢) ayant comme
centres les sommets A, B, C d’un triangle ABC et comme rayon
les cOtés opposés respectifs. Il a établi un bon nombre de pro-
priétés 1nteressantes de ce cercle !, qu’on a nommé «le cercle de
Longchamps ».

Il est naturel de se demander sile tetraedre a une sphere ana-
~ logue, une « sphére de Longchamps ». Les sommets A, B, C, D du
tétraédre ABCD sont tout indiqués comme centres.des quatre
~ sphéres analogues aux cercles (A, a), (B, b), (C, ¢). Mais il est
beaucoup moins clair de décider ce qu’il faudrait prendre
comme rayons de ces sphéres.

3. — Pour parer & la difficulté on peut chercher & généraliser le
cercle de Longchamps en partant d’une autre propriété caracté-
ristique de-ce cercle. Comme telle on peut prendre la propriété que
le cercle de Longchamps d’un triangle ABC est le cercle conjugué
au triangle anticomplémentaire de ABC .

Le tétraédre anticomplémentaire A’B’C’D’ du tétraédre -
ABCD n’a de sphére conjuguée que si A’B’C’ D’ est un té-
traédre orthocentrique. Or, les deux tétraédres ABCD, A’ B’ C’ D’
étant homothétiques, il doit donc en étre de méme du tetraedre
donné ABCD. On voit ainsi que 8’il peut y avoir question d’une
sphére de Longchamps associée au tétraedre, ce tétraédre ne
peut étre le tétraédre général, mais le tétraédre orthocentrique,
résultat qui confirme les réflexions de Longchamps citées plus
haut.

4. — Soient donc ABCD wun tétraédre orthocentrique,
A’B’CG'D’ son tétraédre anticomplémentaire, (H’). la sphere
conjuguée par rapport & A’ B’ C’ D’. Cherchons maintenant le
rayon de la sphére (A) ayant pour centre le sommet A et ortho-
gonale a (H'). '

La spheére (H') est coupee par la face B'C’' D’ de A’B' C’' D’
sulvant le cercle (Ha) conjugue par rapport au triangle B'C'D’.

1 Journal de Mathematzques spéczales, 1886, pp. 57, etc
2 Nathan ALTSHILLER-COURT, On the de Longchamps circle of the trlangle Amemcan :
Mathematical Monthly, 1926, pp. 368, etc. J. M. S., ibid.
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Le point A étant le.centre de gravité de B’ G’ D’, on a, en
désignant par «, B;, C;, D; les puissances des points A, B’, G’, D’
par rapport a (H,) 1,

1 7 4 4 1 ’ 2 ’ 7 Y/ /
o = 5 (B) + Cj + Dj) = 5o (B'C7 4 C/D" + DB

Le rapport d’homothétie des deux tétraedres ABCD, A’B"C' D’
étant égal & - 1:3, on a B’ C'? = 9BC?, ete., donc
o = %(BC2 + CD% 4~ DB? . (1)
Or, la puissance du point A par rapport au cercle (H,) est aussi

la puissance de A par rapport a la sphére (H,), donc « est le
carré du rayon de la sphere (A).

5. — Soient (H) la sphére conjuguée par rapport & ABCD, et
B,, C,, D, les puissances des points B, C, D par rapport a (H).
Or B,, G, D, sont aussi les puissances des points B, C, D par
rapport au cercle d’intersection (H,) de (H) avec le plan BCD,
car le triangle BCD est conjugué par rapport a (H,). Par conse-
quent (1) devient 2

OL:Bh—{—Ch—Q-Dh. (2)

En vertu de la formule (2) et de ses trois formules analogues
on peut définir la sphere de Longchamps comme il suit: On
consideére les quatre sphéres ayant chacune comme centre un sommet
d’un tétraédre orthocentrique et comme carré du rayon la somme des
puissances des trois autres sommets par rapport a la sphére conju-
guée au tétraédre. La spheére orthogonale a ces quatre spheéres est,
par définition, la sphére de Longchamps du tétraédre.

6. — Pour mettre en évidence que cette définition de la spheére
de Longchamps du tétraedre orthocentrique (5) est bien 'analogue

1 Nathan AnLtsHILLER-COURT, Sur le cercle conjugué¢ par rapport & un triangle.
Mathesis, 1928, p. 158.
2 Mathesis, ibid.
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de celle du cercle de Longchamps du triangle, il suffit d’observer
que le carré d’un coté d’un triangle est égal a la somme des
puissances des sommets situés sur ce coté par rapport au cercle
conjugué au triangle considéré !, de sorte que la définition du
cercle de Longchamps peut se mettre sous la forme suivante:
On consudére les trois cercles ayant chacun comme centre un sommet
d’un triangle et comme carré du rayon la somme des puissances des
deux autres sommets par rapport au cercle conjugué du triangle.

Le cercle orthogonal a ces trois cercles est, par définition, le cercle
de Longchamps du triangle.

7. — Il suit des considérations précédentes que la sphere de:
Longchamps ainsi définie (5) a une autre propriété caractéristique
analogue a celle du cercle de Longchamps (3, 4). On démontre
facilement que le centre H’ de la spheére de Longchamps d’un
tétraédre orthocentrique ABCD est le symétrique de ’orthocentre
de ABCD par rapport au centre de la sphére circonscrite de
ABCD, propriété analogue a celle du cercle de Longchamps.

Dans une note ultérieure je me propose de rechercher ]usqu a
quel point cette analogie peut se poursuivre.

1 Mathesis, ibid., p. 156.
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