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points d'intersection entre elles des courbes nulles relatives aux
faces déterminant l'arête. Ces points forment la transition entre les

voisinages des courbes nulles et fixent, par conséquent, le mode de

connexion de la surface au voisinage de 0.
Les substitutions introduites ailleurs 1, établissent ces différents

faits et conduisent finalement à une représentation analytique
complète de la surface en 0. Elles donnent en particulier, chose
essentielle, les lignes singulières issues, cas échéant de 0.

Une théorie paraissant mettre en lumière les points principaux se

trouve, de la sorte, esquissée dans les lignes qui précèdent. Cette
théorie exige d'assez longs développements. Toutes choses égales, elle
ne diffère pas sensiblement des théories relatives aux points singuliers
des courbes planes 2. Pour les surfaces, le polyèdre analytique paraît
occuper la même place, avoir la même importance, que le polygone
-de Newton pour les courbes.

MELANGES ET CORRESPONDANCE

Notations différentielles.

1. — Je m'associe aux remarques judicieuses présentées par
M. Winants {UEnseignementmathémati,28me année, 1929, p. 293)
au sujet de la notion de différentielles. C'est en effet là un des points
des mathématiques, où celui qui recherche des précisions ne trouve
pas toujours, près des meilleurs auteurs même, les éclaircissements
souhaités. Les prudentes recommandations quant au mode d'emploi
des différentielles d'ordre supérieur, qui accompagnent généralement
l'exposé, permettent sans doute de calculer correctement avec les
différentielles; le but de V enseignement pas cela seulement. Il reste
d'ailleurs le risque que sous les mêmes symboles tous ne voient pas
la même chose, la crainte d'employer des symboles classiques en leur
prêtant une sign lication qui ne soit pas reconnue par tous. Je ne crois
pas rabaisser le débat en en faisant une question de ; peut-être
cette étude, où je n'innove pas quant au fond, justifiera-t-elle les
résultats des expositions usuelles, sinon mode d'expression de celles-ci.

1 Actes de la Soc. helv.desSe. naL,Soleure,1911, Altdorf, 1912. ainsi que C.
tomes 152 et 154.

2 Commentarii mathemat.icihelveiici,tomeI, p. 12 0.
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2: — Les dérivées successives d'une fonction y de la variable
indépendante xsedéfinissent sans difficulté et sont de nouvelles fonctions
de x, désignées sans ambiguïté par y', y", tant qu'il n'y a pas.
changement de variable.

d
•. Avec la notation différentielle, par l'emploi de l'opérateur — on

écrit

dxdxdx2

sans qu'il soit besoin de s'engager plus avant pour apercevoir la nature
des difficultés.

En posant dx Ax,on peut définir dy par

dy y'dx(2)

et l'on a de même dy' y" dx,...Peut-on aussi écrire par définition

d2yy"dx2(3)

ou cela n'implique-t-il pas confusion ou contradiction Voilà la
question posée.

Or l'accroissement dx de la variable indépendante x étant complètement

arbitraire, constitue ici une nouvelle variable indépendante
(plutôt qu'une constante arbitraire). Ecrivons (2) sous la forme

dy Fx (dx)' ~
"(4)

et rappelons-nous que pour difîérentier dy,fonctionde deux variables,,
il faut distinguer désormais la différentiation totale et les différentielles-
partielles. On sait (ou on doit l'établir alors) que pour une fonction
y(oc,ß) des variables indépendantes ß, orna

- " 5 9 ö ®

df da9 + dp® (5)

dy étant la différentielle totale, day, dpß les différentielles partielles-
où l'on regarde successivement ß ou a comme constante.

En difîérentiant totalementdy, sous la forme (2) ou la forme (4), ou
obtient

d (dy)y"dx2 + y'd(dx) dx(dy) ; (6)
__

*

dy étant linéaire en dx

d<ix(dy)2 C)

et
dAdy) • («>.
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Comparer (3) et (8) montre que par il faudrait entendre ici une
différentielle partielle en x de dy.obtenue, suivant l'usage, en considérant

dx comme une constante.

y étant fonction de x seul, on a d'ailleurs

dy dxy dxdx(dxy) (9)

et pour .r, de même

dx dxx dx(dx) dx (dx x) =0 (10)

ce qu'on écrit d'habitude d2 x— 0, tandis que la différentielle totale
d (dx) est une nouvelle variable indépendante.

(6) est la relation de M. Deruyts, rapportée par M. Winants,
formule (F), et qui peut aussi s'écrire

d(dy)dx(dy) + yfd(dx) (11)

3. — Passons aux formules de changement de variable; on complétera

les notations précédentes en écrivant yx, 2 au lieu de y". Avec
x g(t), y f(x) f[g(t)]Ht), on aura

dx xtdt dy yxxtdt — ytdt dty (12)

t étant la nouvelle variable indépendante; le principe de permanence
pour les différentielles premières traduit

dVdxV (13)

pour un même dx; comme il estnaturel puisque y est toujours fonction
d'une seule variable, x ou t\demême pour x. Les formules de changement

de variable (12) sont du type

dx Gi (t,dt)dy — H! dt) ;

on peut employer désormais les systèmes de variables x, dx ou dt
pour les différentielles partielles composant une différentiation
totale. Partons de (11), écrite

d (dy) dx (dy)+ yxd(dx) (11 ')

De même
d (dx)— d^(dx)-j—(14:)

donc

d(dy) dx(dy)+ yxdt(dx) +

d(dy) dx(dy)+ yxdt(dx) + y\d(dt) (15)



336 MÉLANGES ET CORRESPONDANCE

mais on a aussi

d{dy)

dt(dy)

+ y\d[dt)

La comparaison de (15) et (16) donne

dt{dy)

dx(dy)

+ yxdt(dx

dt (dy)

yx2dx2
+

qu'on écrit d'habitude, avecquelque ambiguïté

d2y y'tfdx2 + yxd*x (19)

4. —Concluons en général pour les différentielles d'ordre quelconque :

dans la notation, usuelle, D nydésignetoujours une différentielle
partielle par rapport à la variable indépendante dont dépend y, les
différentielles totales successives de cette variable étant considérées comme
constantes (maintenues constantes) pendant le calcul de dny L II est
du reste inutile d'introduire ces différentielles totales, sauf la
première. Pour avoir des notations correctes, il faudrait employer des
indices de différentiation partielle, des ù de dérivation partielle;
(8) et (18) sont, pour la précision, préférables à (3) et (19); un principe
de permanence, c'est-à-dire un procédé de calcul invariant, indépendant

des variables employées, ne peut subsister que pour les
différentielles totales, évidemment pas pour les différentielles partielles
comme dx(dy) ou dt(dy), réunies d'habitude sous la forme d2y. Mais>
et ceci est une autre histoire, les notations des dérivées et différentielles
partielles risquent aussi d'être incomplètes, donc souvent incorrectes;
nous avons gardé ici les notations parce que y n'était jamais
fonction que d'une seule variable: il eût mieux valu écrire f (x), );
de même pour les dérivées suivantes. Pour une fonction z de deux
variables, z$(«, ß) 0(w, v) par changement de variables, une

notation telle que ^ prête à confusion, et est à remplacer par ^,
puisque pour a u,ßv̂,onaura en general — —.

Il est difficile d'éviter complètement les notations abrégées, mais
toute abréviation à l'écriture crée un risque à la lecture; qu'au moins
l'abréviation acceptée dans une notation incomplète soit clairement
indiquée

Je veux encore rappeler qu'en analyse vectorielle2, en calcul

1 On aurait un énoncé du même genre pour une fonction de plusieurs variables.
2 Cf. R. Leveugle, Précis de Calcul géométrique, p. 145, où l'Auteur reprend la

méthode de Hamilton.
C. Burali-Forti e R. Marcolongo, Analisi I, p. 37.

(16)

(17)

(18)
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différentiel absolu et autres disciplines de ce genre, on a eu besoin

de généraliser la notion de différentielles et souvent de définir celles-ci

avant les dérivées; les efforts faits dans ce sens peuvent servir à

modifier de façon favorable l'exposé du calcul différentiel usuel; je
m'excuse d'ailleurs de quelques détours destinés à présenter sous un
autre jour des calculs qui pouvaient être faits plus simplement.

Après M. Winants, j'ai apporté au débat une opinion appuyée sur

quelques arguments; il serait souhaitable que YEnseignement
mathématique en recueillit d'autres.

Le Hâvre, le 12 octobre 1930.
Paul Delens.

CHRONIQUE

Paul Appell.

Nous n'apprendrons certainement à personne le deuil cruel qui
vient de frapper la Science. Paul Appell s'est éteint le 24 octobre 1930,
après une maladie à évolution lente et inexorable en laquelle il
perdait peu à peu l'usage de la parole. Il était né, à Strasbourg, le
27 septembre 1855. Son âge, on le voit, n'avait rien d'excessivement
avancé et, jusqu'à la fin,- il tint à honneur de ne pas cesser de se

montrer géomètre. C'est même Umathématique qui
vraisemblablement publia son dernier travail la constante
en un court article placé en tête du présent volume.

Il est malaisé d'analyser rapidement l'homme et l'œuvre. Les
articles nécrologiques publiés jusqu'ici, notamment dans les Comptes
rendus des 27 octobre et 15 décembre 1930, dans La de
Toulouse, du 27 octobre, et dans toute la presse quotidienne sont
absolument insuffisants. Il n'en pouvait être autrement. Nous nous
proposons de publier ici un grand exposé qui ne pourra être mieux
placé qu'au début de notre prochain volume, tout comme nous
avons fait pour Henri Poincaré, en tête du volume de 1913. Ce
rapprochement ne va pas sans une immense tristesse. Trois hommes,
Henri Poincaré, Paul Appell et M. Emile Picard ont dirigé l'évolution
et l'enseignement mathématiques à la fin du siècle dernier et au
commencement de celui-ci. La disparition du second n'est pas moins
douloureuse que celle du premier. Ce qu'il faut surtout dire,

L'Enseignement mathém., 29e année, 1930. 22
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