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- GENERATIONS PROJECTIVES DES QUINTIQUES
GAUCHES RATIONNELLES ®

PAR

. R. DEAvux (Mons).

Une quintique gauche rationnelle sera dite de premiére ou de
seconde espéce, et sera désignée par C; ou C;, suivant qu’elle
admet une seule quadrisécante ou une infinité de telles droites;
celles-ci constituent un systéme réglé d’une quadrique 2.

D’aprés M. HyeLmann.3, M. E. BErTINI, & qui on doit la dis-
tinction de deux espéces de quintiques gauches rationnelles,
caractérise celle de seconde espéce par la condition de se trouver
sur une- quadrique 4. Cette définition n’est pas équivalente &
celle que nous avons posée, car une quintique binodale admet
pour seule -quadrisécante ka droite de jonction des nceuds, et se
trouve toujours sur une quadrique dont un systéme regle est
formé de trisécantes 5.

1 Une petite partie deés résultats obtenus a 6té présentée au Congrés national des
Sciences qui a.eu lieu & Bruxelles du 29 juin au 2 juillet 1930.

- 2Voir G. Loria, Curve sghembe, I, pp. 322, 324. La démonstration: « Siano infatti,
a, b, ¢ tre quadrisecanti...; due qualunque di esse non appartengono allo stesso piano,
perche altrimenti questo tagherebbe la curva in otto punti» doit étre compilétée, car
les quadrisécantes d’une C 4 point triple sont les génératrices d’'un cone quadratique.

3 Sur la quintique gauche rationnelle de seconde espéce, Annales Academzae Scientiarum
Fennicae, série A, t. VII, 1916.
4 Sulle curve gobbe razionali del qumt’ordme, Collectanea Matematica in .mem,

N D. CHELINI, Milano, 1881, mémoire que nous n’avons pas pu consulter.

5 M. LoriA (loc. cit., p. 330), bien qu’il ait posé la premiére définition, écrit a propos
d’une quintique: « questa curva appartiene all’ iperboloide xoxs-—-xlxg—o onde & di
II specie; ha due cuspidi...; idem, p. 329. Et M. HIELMANN, bien qu’il ait choisi la seconde
définition, écrit que I'un des systémes réglés de la quadrlque support est formé de quadri-
sécantes.
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Nous choisissons la définition que nous avons énoncée parce
que les générations qui vont suivre sont réglées par le nombre de
quadrisécantes.

1. — Dans le présent travail, la recherche de générations pro-
jectives caractérisant une C; ou une C: est basée sur le fait que
seules les C. ont des trisécantes. Il est vrai qu'une C. & point
triple en posséde une gerbe, mais on pourra vérifier que de telles
trisécantes ne sont pas utilisables dans le raisonnement qui sera
produit.

Toute C, est, d’une infinité de maniéres, Uintersection partielle
de deux surfaces cubiques réglées ayant méme directrice double.

Soient ¢, t’, t” la quadrisécante et deux trisécantes quelconques
ne se coupant pas en un point double éventuel de C;. Par projec-
tion des points de la courbe, les faisceaux de plans (g), (¢'), de
méme que (¢), (t”) sont en correspondance (2, 1) et engendrent
deux surfaces cubiques }3;, 2;' qui, ayant méme directrice double
¢, n’ont en outre en commun que la C.

Une C: ne se trouve sur aucune surface cubigue réglée car celle-ci
devrait avoir pour génératrices toutes les quadrisécantes.

2. — S1 deux surfaces cubiques réglées E;, 3., ayant méme
directrice double g ont en commun une C, elles sont tangentes en
‘tout point de C, situé sur ¢ et réciproquement. La nature de ces
points se détermine comme suit. Les involutions (i'), (") engen-
drées par les couples de plans tangents « , o et o , o’ menés &
3., 3. en un point A variable sur ¢ étant projectives a la ponc-
tuelle (A) sont projectives entre elles. Si (¢'), (i”) constituent une
seule involution, c’est-a-dire si, représentés sur une conique, les
couples homologues sont fournis par les rayons homologues de
deux faisceaux concentriques et projectifs, les rayons doubles de
ceux-cl donnent les coincidences dans (z'), (i"): la C; est binodale,
en comprenant dans ce vocable la -possibilité pour la courbe d’étre
cuspidale-nodale, bicuspidale ou tacnodale.

/4

Lorsque (¢'), (¢") sont distinctes, ’examen des cas de coinci-
dences prouve que la quadrisécante ¢ peut contenir quatre points
distincts ou un point double avec deux points distincts ou




ke~

264 R. DEAUX

-coincidents, ou bien étre soit tangente-bisécante, soit bitangente,

soit unisécante-tangente d’inflexion, soit tangente d’ondulation.

3. — Une C; binodale est caractérisée par I’identité des invo-

Tutions (¢"), (") (2). Siun couple variable «,, «, de cette involution

(?) est tangent & 3, 3" aux points A’, A” de q et rencontre C. en
Ay, A,, les plans A’A; A,, A”A; A, contiennent respectivement
les trisécantes ', ¢” (1) et engendrent donc deux faisceaux qui,
etant perspectifs aux ponctuelles (A’), (A”), sont projectifs &
I'involution (7). La droite A, A, engendre par suite un systéme
réglé d’'une quadrique; celle-ci a un point double si t’, ¢” se
coupent en un point simple de C:. Deés lors, toute C: binodale est
située sur une quadrique 3, et est le lieu des points communs d un
rayon variable d’un systéme réglé de 2, et au couple de plans
homologues d’une involution projective & ce systéme, portée par la
quadrisécante. St %, n’a pas de point double, U'un de ses systémes
réglés est composé de trisécantes, I'autre de bisécantes de C; s SL 2,
a un point double, celui-ci est sur C: et les génératrices du cone ou
du cylindre sont trisécanies.

CoroLLAIRES. — 10 Le lieu des trisécantes d’une C, binodale se

“compose d’une quadrique et des cones cubigues projetant C, de ses
- points doubles,

20 Si une C, est sur une quaquue elle est bmodale

4. — St un systéme réglé (2,) d’une quadrique est projectif a une
involution de plans (i) dont le support rencontre la quadrique en
deux points X, Y réels distincts ou confondus ou imaginaires

~conjugués, et si le rayon de (Z,) issu de X ou Y n’est pas situé

dans 'un de ses plans homologues, un rayon variable de (£;) ren-
contre ses plans homologues sur une C, ayant X, Y pour points
doubles. Si Ja quadrique a un point double S, celui-ct est simple sur
C: 1, 871 est un rayon de (3,), le lieu est une cubique gauche.

I1 suffit de considérer la surface cubique engendrée par l'invo-
lution (i) et le faisceau projectif des plans projetant (3,) de

" 10n.ne peut donc pas, du fait qu’une qumthlie est projetée d’un point suivant
un céne du second ordre, conclure, avec M. LorIA (op. cil., pp. 334, 337, 339), que ce
point est triple. « Essendo questa (une quintique) proiettata dal punto M secondo un

©€ono quadrmo é chwtro che questo & tr1plo per la curva (p 339).
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'une quelconque de ses directrices ou de I'un quelconque de ses
rayons si la quadrique a un point double. Suivant que un ou
deux des rayons de (3,) issus de X ou Y se trouvent dans un plan
homologue, le lieu se compléte par une biquadratique ayant un
point double ou par une cubique gauche.

Remarque. Une involution de plans étant un faisceau de qua-
driques, la génération caractéristique de la C. binodale est un
cas particulier du théoréme suivant: Si trois faisceaux de surfaces
d’ordres m, n, p sont projectifs, le lieu des points communs a
trois surfaces homologues est une courbe d’ordre mn + np + pm
(CuasLES, Rapport sur les progrés de la Géométrie, p. 249;
CreEMONA, Theorte der Oberflichen, p. 104).

5. — Voici trois exemples de C. binodales :

10 St les faces o, a, d’un diédre droit mobile autour de son aréte q
rencontrent en A,, A, une génératrice rectiligne d’une surface
réglée, la normale a a celle-ci au milienw A du segment A; A, ren-
contre ay, 2y sur une G, binodale, ou sur une cubique gauche si q est
un axe focal du paraboloide engendré par a.

L’'involution orthogonale («;«,) étant en effet projective a la
ponctuelle (A) I'est aussi au systéme réglé (a). Le rayon a ne peut
se trouver dans ¢, que si ce plan est isotrope et tangent au
paraboloide.

20 Etant donnés un faisceau tangentiel (X) de quadriques 3,
et deux droites q, q’, la corde des contacts des plans tangents menés
par q' et les plans tangents =, @, menés par q a la méme quadrique
3 se coupent en deux points qui décrivent en général une C. binodale.
On a un lieu analogue si, () étant ponctuel, q est une aréte du
tétraedre conjugué commun. 1involution (e ,) et le systéme
réglé engendré par la corde considérée, conjuguée de ' par
rapport & X sont en effet projectifs a ().

S1 ¢ = ¢’, on conclut que le lieu des points de contact des plans
tangents menés par ( est en général une cubique gauche, car la
conjuguée de ¢ par rapport & chacune des quadriques tangentes a
q se trouve dans ses plans homologues.

Soit (@;) la conique du faisceau tangentiel (2) située dans la
face @, = P, P; P, du tétraédre conjugué commun.

Le plan polaire e d’un point fixe S par rapport a X et le support
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a de la ponctuelle des poles de « par rapport & toutes les quadriques
2 coupent @; suivant une droite d et son pdle relativement a
(). : ' |
Comme o décrit un faisceau du troisiéme ordre projectif a (2)
et coupé par @, suivant un faisceau du second ordre (d), aengendre
un systéme réglé conique de sommet S et projectif a I'involution
(e 25). Par suite, la perpendiculaire a abaissée d’un point fixe S
sur le plan polaire o de ce point par rapport ¢ une quadrique
variable T d’un faisceau homofocal rencontre les plans tangents a 2
.menés par une droite fixe q, en deux points qui décrivent en. général
une C, binodale située sur un cone du second ordre de sommet S.
Ainsi, si on considere le point S (x,, ¥, %) et la droite ¢ a 'infini
dans le plan de symétrie zOy de la quadrique d’équation

22 L y? 72

a2+)\+b2—|—7\+c2>—{—)\_

les équations de «, a, a,, «, sont

xx,

yyo - ZZO — 1 :
a2+l+b2+k+02+7~"— ' _
a? 4+ A b* -+ i ¢+ A
x — X == fe— —_= \Z — 2 ,
( o) Z, (y yo) Yo ( o) Z

322 = ¢? + A= t?
‘ 1 4 4 : 7
et la C_ est représentée par
x, 13+ (a® — %)z,

zy t+ a® - c?

z, t'4bP—c*

y:

6. —. Soient 23, 3. deux surfaces cubiques reglees permettant
d’obtenir une C quelconque (1); P’ un pomt quelconque non
situé sur ¢, t'; g’, g” les génératrices de Z ) ‘,'; situées dans un
~plan y passant par ¢. Si.y varie, le plan P’ g' enveloppe un céne
du second ordre ou du quatriéme ordre et de la troisiéme classe
suivant que P’ se trouve ou non sur 2;, et le faisceau de plans ()
- est projectif au faiséeau conique de plans (P’g’). Comme le
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point g’ g” décrit la C., le méme raisonnement fait avec le faisceau
(7), la surface 3. et un point P” qui peut coincider avec P’
prouve que toule C; peut s’obtenir comme lieu du point commun
aux plans homologues de trois faisceaux projectifs de plans, Uun
porté par une droite q, les deux autres (P’), (P") non superposés
et portés par des cones concentriques ou non et qui peuvent éire, un
seul ou tous deux, soit du second ordre soit du quatriéme ordre et de
la troisiéme classe, mais dans ce dernier cas la droite q doit étre
tangente au céne et le plan tangent qui la contient dout étre un
élément uni du faisceau conique et du faisceau (q).

La ligne de contact de .\;; et du cone P’ est une cubique
gauche ou une quartique gauche de seconde espéce admettant ¢’
pour uni- ou bisécante, suivant que P’ est ounon sur E; (E. WEYR,
Regelflichen dritter Ordnung, pp. 94, 98); les génératrices g’ de
3 marquent sur cette courbe et sur ¢' deux ponctuelles projec-
tives ayant un ou deux éléments unis. En utilisant la propriété
corrélative et en limitant I’énoncé au cas de la cubique gauche,
on conclut que toute C. peut s’ obtenir comme liew du point commun
aux plans homologues de trois faisceaux projectifs de plans, U'un
(q) du premuer ordre, les deux autres (m’), (") du troisiéme ordre
non superposés et tels que (q), (»') de méme que (q), (3") ont un
élément uni 1.

Nous n’examinons pas les propositions réciproques, nécessaires
pour la discussion de lieux tels que le suivant: St les plans
tangents »', " a deux cylindres de révolution roulent sur ceuz-ci
avec la vitesse angulaire constante », et si un plan « tourne autour
d’'une droite fixe avec la vitesse %, le point aa” a” décrit en général

1
une C5 )

7. — Soient ¢ une quadrisécante d’une CZ; b une bisécante ne
rencontrant pas ¢: 2, la quadrique avec ou sans point double qui
contient C.. Par projection des points de la courbe, les faisceaux
de plans (g), (b) sont en correspondance (3, 1) et engendrent une
surface du quatrieme ordre Y,, qui, ayant pour directrice triple

1 On peut aussi, en considérant simultanément un cone et une développable circons-
. 1 . P . .. . s .
crits, engendrer une 05 a aide de irois faisceaux projectifs de plans, respectivement du
premier, du second el du lroisiéme ordre.
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la génératrice ¢ de X,, n’a en outre en commun avec celle-ci
que la C;. Les génératrices g, a de 3,, 3, et situées dans un plan «
passant par ¢ se coupent en un point de Ci. Si S est un point.
quelconque de X, non situé sur ¢ ou b, le plan Sg enveloppe,
lorsque « varie, un. cone tricuspidal de la troisiéme classe bitan-
gent au plan Sb, et le systéme réglé (a), projectif au faisceau de
plans (a), est projectif au systéme des plans Sg. Par suite, toute
C. peut s’obtenir a Uaide d’un systéme réglé projectif d un faisceau:
conique de plans porté par un cone tricuspidal de la troisiéme classe..
Cette génération est ’analogue de celle qui fournit la cubique:
gauche ou la biquadratique de seconde espéce a l'aide d’un
faisceau de plans du premier ou du second ordre rapporté
projectivement 4 un systéme réglé.

On obtient des générations de la C. avec des formes plus élevées
en considérant les développables clrconscrltes a 2, le long des
sections planes (6). |

8. — Soient (y) une conique inscrite au triangle que forment &
et deux génératrices réelles ou imaginaires conjuguées g, g, de

24 et issues d’un point quelconque de ¢ (7). La développable de
~ la huitiéme classe circonscrite & 3, et & (7) comprend les faisceaux
de plans d’axes g,, g, ainsi que trois fois le faisceau de plans d’axe
b; ensemble restant est donc formé par les plans osculateurs
d’une cubique gauche. Chacun de ces plans contient une géné-
ratrice g de 2,, coupe ’axe b de la cubique sur le plan 2 = ¢g, et
la C; sur la génératrice a de 3, située dans «. Dés lors, foute C;
est le lieuw du point commun d deux éléments homologues d’un
systéme réglé et d’un faisceau de plans du troisiéme ordre rapportés
projectivement. En vue des applications qui seront faites de cette
génération, on va discuter sa réciproque.

9. — Si un faisceau de plans du troisiéme ordre (C;) = («, 8, 7,...)
porté par une cubique gauche G est projectif @ un faisceau de plans
du premier ordre (q) = (%4, By, 71, ---) -de support q, la droite
commune & deux plans homologues engendre une surface du qua-
trwme ordre X, ayant q pour drotte triple.

En effet, soit ¢ la droite commune a deux plans quelc'onques
), w du faisceau (Cj). Les seuls points du lieu situés sur ¢ sont
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i.;, i, et les deux coincidences des ponctuelles projectives
sections de (Cj), (¢) par i. Comme un plan tel que «; ne renferme
de X, que les droites «a,, ¢, celle-ci est triple.

Lorsque ¢ n’est ni un axe ni un semi-axe de Cg, cette droite est
directrice triple de I,, et la surface, en général de la neuvieme
espece de Sturm (Liniengeometrie, I, pp. 58-60) ne peut pas se
décomposer car (Cj) et (¢) n’ont pas de plan commun. 2, aura
en outre une directrice simple, axe de Cj, et sera de la dixieme
espece de STURM si les trois génératrices de 3, issues d’un point
de ¢ sont dans un méme plan; car I’axe de G; situé dans ce plan
est coupé par (G;), (¢) suivant deux ponctuelles projectives qui,
ayant trois coincidences, sont identiques !.

Si g est un semi-axe de G, cette droite est directrice double et
génératrice simple de 3, (onzieme espéce de Sturm). Lorsque
(q) et (C3) ont un plan uni, ¥, comprend ce plan et une surface
cubique qui a la directrice double ¢ et une directrice simple, axe
de G; (E. WEYR, op. cil.,p. 76).

S1 ¢ est un axe de Cg, 3, est de la douziéme espéce de STurMm;
lorsque (¢q) et (G;) ont un ou deux plans unis, 3, comprend un
plan et une surface cubique de CAYLEY, ou deux plans et une
quadrique.

10.—S1i un faisceau de plans du troisiéme ordre (Cg) = (=, 3, v,...)
est projectif a un systéme réglé (3,) = (a, b, ¢, ...) d’une quadrique
S, le pomt commun a deux éléments homologues décrit en général
une C.. Si X, a un point double S, ce point est triple sur C5 et les
tangentes t/, 1", t""" en S sont dans (2,) les homologues des plans

'yt " de (Gy) issus de S.
3, A UN POINT DOUBLE. Si ¢ est un rayon de (3,) autre que
1,17, """ les faisceaux projectifs ¢ (3,) et (C;) engendrent une 3,

indécomposable qui coupe 3, suivant ¢ compté trois fois et
une C. lieu du point awx(9).

La C comprend une, deux, trois droites associées a une biqua-
dratique de point double S, une cubique, une conique suivant

que un, deux, trois des plans 7', =", =’’’ contiennent leur rayon
homologue.

I REYE examine le corrélatit (Geometrie der Lage, 11, 1907, p. 303).
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Ya N'A PAS DE POINT DOUBLE. Le cas général se traite comme
- ci-dessus, avec une directrice ¢ de (3,).

Lorsque 3, n'est pas inscrite d la développable osculatrwe a C3, |
on choisit ¢ ni axe ni semi-axe de C;; 3, est indécomposable.
Si 3, a une directrice simple s qui est ‘directrice de (3,), C: se
compose de s et de quatre rayons de (3,); si s n’est pas directrice
de (3,), la C: se décompose en une biquadratique de seconde
espéce et une droite, ou en une cubique gauche et deux droites .
suivant que un ou deux rayons de (Z,) issus des points s3, se -
trouvent-dans leur plan homologue. Si 3, n’a pas de directrice s,
trois rayons au plus de (3,) sont sur 3,; la Ci peut se composer
d’'une biquadratique, d’une cubique ou d’une conique associées
a un, deux ou trois rayons de (3,). | |

Lorsque (3,) est composé de semi-axes de Cgz, g est.un axe.
Si on exclut le cas ol (3,) et (C3) sont projectifs, 1l n’existe que
deux rayons a, b de (3,) situés dans leurs plans homologues

, B; on choisit g3 «f3, et la C, comprend a, b et une cubique
zgauche

Lorsque (2,) est composé d’axes de Cg, on choisit le semi-axe ¢
tel que le plan osculateur qui le contient ne renferme pas le rayon
homologue. (3,) a trois rayons situés dans leurs plans homolo-
gues, car (Cj3) est projectif a I'involution des plans oseulateurs
menés par les rayons de (3,); la Ci se compose de ces trois rayons
et d’une conique. »

11. — Les plans osculateurs d’une cubique gauche formant un
faisceau projectif & la ponctuelle .des points de contact, la
considération de formes projectives portées par la cubique C,
et de quadriques ou circonscrites & C; ou inscrites dans la déve-
loppable osculatrice conduit & des C; telle la suivante: Soit S
un point fize quelconque sur une cubique gauche qui porie deux
ponctuelles projectives (A), (A'); la droite SA rencontre le plan
osculateur en A’ en un point qui décrit une C, st S n est pas un point
double des ponctuelles. |

Ainsi, on pourra vérifier que, étant donnee la courbe horoptere
d’équations
‘ a ak

B e

x . z =.b\,
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si les faces d’un diédre droit mobile autour de I’asymptote Oz
de 1a courbe rencontrent celle-ci en A, A’ et si on prend le point S
en (a, 0, 0), la C, est donnée par

a a b

CFEEEs T YT A

L = a

12. — Une ponctuelle du premier ordre (A, B, G, ...) projective &
un systéme réglé (3,) = (a, b, ¢, ...) l'est aussi au faisceau du
second ordre (a’, b’, ¢’ ...) réciproque de la ponctuelle du second
ordre section de (3,) par un plan non tangent ¢, relativement a
une conique quelconque (¢) de ce plan. Les plans Aa’, Bb' ...
osculent une cubique gauche si les formes (A), (a’) n’ont pas
d’éléments homologues incidents, et enveloppent un cone du
second ordre si deux tels éléments existent; le point (a, Aa’)
décrit donc en général une C. (10) ou une biquadratique de
seconde espece (Mathesis, 1929-84). En supposant que (7) est
le cercle imaginaire a I’infini, on a le théoreme: St une ponctuelle
(p)=(A, B, C, ...) est projective a un systéme réglé (3,) = (a, b, c, ...)
d’un hyperboloide, la projection orthogonale de A sur a décrit en
général une C5 (NEUBERG et DEGUELDRE, Sur quelques lieux
géométriques dans espace, supplément a Mathesis, juin 1909,
p- 15). Le théoréme est encore vrai pour un cone de sommet S, ce
point est triple sur G.. Si p et le rayon homologue de son point &
Uinfint sont orthogonaux, le lieu est en général une biquadratique
gauche de seconde espéce C..

La projection orthogonale A’ d’un point A & distance finie
sur une droite a & distance finie est a I'infini et unique si, a étant
isotrope, A n’est pas dans le plan isotrope « passant para; A’ est
quelconque sur a si A est dans «. Dés lors, quatre points du lieu
sont cycliques. La C, ou la C, dégénérent en deux rayons isotropes
a1, Gy de (3,) associés a un cercle gauche ou a un cercle plan lorsque
les points pz,, p#, de (p) sont les homologues des rayons a,, a,,
en désignant par o, «, les plans isotropes passant par ay, a,.

Le rapport anharmonique des quatre rayons isotropes a; de
(3,) détermine un complexe tétraédral dont le tétraédre de base
est formé par les plans isotropes o; passant par les a;. La C,
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dégénére en les quatre rayons isotropes a; et en une directrice q
de (3,) lorsque p est un rayon du complexe considéré et que les
- points pa; sont les homologues des a;. '

35 EST UN PARABOLOIDE. Le plan & l'infini étant tangent,
le faisceau (a) est du premier ordre et les plans Aa’ enveloppent
un cylindre parabolique ou engendrent un faisceau. Si p n’est
pas orthogonale au rayon homologue de son point @ linfint et st
celui-ct ne correspond pas au rayon & Uinfini de (3,), le lieu est
une Ci ayant deux points cycliques, ou se compose de deux rayons
1sotropes de (3,) et d'une hyperbole ; si les éléments d Uinfini de
(p) et (2,) sont homologues, le lieu comprend le rayon a U'infint et
un cercle gauche qui peut dégénérer en les rayons isotropes et une
directrice de (3,). Si p est orthogonale au rayon homologue de son

point a Uinfini, le lieu est un cercle gauche ou les rayons Lsotropes
et une directrice de (3,).

13. — Soit S le pdle par rapport & une quadrique ¥ d’un
plan ¢ n’appartenant pas & un faisceau du troisieme ordre
(Cs) = («, B, 7, ...). La section de (C;) par ¢ est, suivant que 7 7 ne
contient pas ou contient une tangente ¢ 4 la cubique C,, 1’en-
semble (a’, &', ¢’, ...) des tangentes & une quartique tricuspidale
bitangente & 'axe ¢’ de C; dans &, ou & une cubique cuspidale
ayant ¢’ pour tangente inflexionnelle. Par I'intermédiaire de la
ponctuelle section de (Cj3) par ¢’ ou ¢’, on a (a’, b', ¢’, ...) A (Cy)
et les réciproques a, b, ... relativement & 3 de a’, &', ... décrivent
une série réglée (3;) située sur un cdne cubique de sommet S
qul a une génératrice double g, et projective a (Cj). Les faisceaux
q(23) et (C;) étant projectifs, le point a« décrit la sextique qui,
avec ¢ comptée six fois, constitue l'intersection du céne cubique
35 et d’une surface quartique ayant ¢ pour droite triple (9). Par
suite, étant donnés une quadrique 3 sans ou avec point double, une
cubique gauche Cgz et un plan ¢ non osculateur @ Cz; dont le pole
est S, Te péle de @ par rapport d la conique section de ¥ par un plan
osculateur variable a Cgz décrit en général une sextique gauche
rationnelle G4 ayant le point triple S et pour seule quintisécante la
réciproque q par rapport @ 3 de U'azxe de Cg situé dans o ; les tan-
- gentes t,, t,, t3 en S sont les réciproques des Lntersectwns de G avec
les plans osculateurs ©, 5, 73 & Gy issus de S.
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, ’ \ 1 ‘ a
La Cq dégénére en t, et une C_ de point double S avec q pour
quadrisécante, ou en ty, t, et une G, ou en ty, ty, t3 et une cubique
gauche suivant que une, deux ou trois droites ty, t,, t se trouvent
dans 7y, 75, Tg.
Lorsque s est osculateur @ G, la série réglée (a, b, c, ...) est sur
un cone du second ordre et le liew considéré est en général une
C de point triple S (10).

14. — On suppose que S est une sphere de centre S et que @
est le plan de I'infini (13).

Suivant qu une cubique gauche Gy n'est pas ou est une parabole,
la podaire de sa développable osculatrice par rapport @ un point S
est une sextigue rationnelle ayant six points cycliques (12) et,
passant par le point triple S, une quintisécante normale aux plans
osculateurs paralléles de Cs, ou une C. ayant quatre points cycliques
et le point triple S. St S est sur un axe focal de Cy la sextique se
compose de deux droites isotropes et d’une CZ, et la C, comprend deuzx
telles drottes et un cercle gauche (12).

Le corrélatif du théoreme 13 concerne la développable engen-
drée par le plan polaire d’un point fixe S par rapport au cone
circonscrit & une quadrique Y et dont le sommet décrit une
cubique gauche. Si 3 est le cercle imaginaire & I'infini, on obtient
I'antipodaire d’une cubique gauche relativement & un point S;
on énoncera aisément les résultats qui, d’ailleurs, peuvent aussi
s’obtenir en prenant 'inverse (g4 de la cubique pour le pdle S

et une puissance k%, puis la réciproque de Cg par rapport a la
sphere (S, k).

15. — Le faisceau du troisitme ordre engendré par le plan
polaire « d’un point fixe S par rapport & une quadrique variable 3
d'un faisceau tangentiel général est projectif au systeme réglé
conique (Y,) de sommet S que décrit le support a de la ponctuelle
des poles de = (5), et la droite a est le rayon polaire de « pour les
cones de sommet A = ax et circonscrits aux quadriques 3.
Donc (10), étant donnés un pownt fixe S et deux quadriques ayani
un seul tétraédre conjugué commun P, Py P; Py, le lieu du sommet A
des cones circonscrits aux quadriques et tels qu'une aréte de leur
triedre conjugué commun passe par S, est en général une C, de

L'Enseignement mathém., 28¢ année; 1930. 18
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point triple S ou les tangentes sont les arétes du triédre relatif a S;
le point (SPy, P, Py P,) est sur C, (L. LipkiN, Ueber raumlichen
Strophoiden, Dissertation, Jena, 1870, pp. 7-16; Loria, op. cit.,.
p. 337).

Il existe quatre génératrices b; (i = 1, 2, 3, 4) du cbne 3, qui
sont tangentes en B; & la quadrique ¥ du faisceau pour laquelle S
est le pole de «. Le plan §; ayant b, pour support de la ponctuelle
de ses podles coupe « suivant la conjuguée de b, par rapporf & 3;
la droite «/3; passe donc par B, et ce point est sur C Dés lors, la
C: rencontre le plan polaire de S par rappoert @ une quadrzque
quelcongue S du faisceau au point A et aux quatre points communs
d 3 et au céne du second ordre 3, contenant C, (L1PKIN, p. 22).

Sila droite a est dans « elle fait partie de C.. Done, st S appar-
tient a la développable de base du faisceau, la C: comprend une
générairice de cette surface et une CZ de point double S.

CoroLLAIRE. — Si les quadriques ¥ sont homofocales, a est
la normale en A & la quadrique tangente & «. Les normales d des
quadriques homofocales et issues d'un point S se trouvent sur un
cone équilatére 2,. Leurs pieds.décrivent une C, de point triple S,
les tangentes étant les normales aux quadriques qui passent par S.

La C; contient les projections orthogonales de S sur les plans de
syméirie, les douze intersections de 3, avec les coniques focales,
quatre points cycliques et le point a U'infini du diameétre qui passe
par S (LiPKIN, passim). '

Ce lieu est évidemment: | | |

10 Celui des sommets des cones perspectifs & une conique et
dont un axe passe par un point fixe S, car une conique focale et
le cercle imaginaire & 'infini définissent le faisceau homofocal;

20 Celui des pieds des axes d’une quadrique quelconque du
faisceau et concourant en S 1. '

16. — La cubique gauche osculée par « (15) est une parabole
si P, P, P;P, a une face & l'infini ou si S est le centre d’une
quadrique du faisceau. Donc, dans un faisceau tangentiel de
quadriques dont le tétraédre conjugué commun n’a pas de face d

1 G. LorIA (op. cit.) traite séparément ces questions par des calculs qui ne mettent pas
en évidence leur identité.
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Uinfini, les pieds des axes relatifs au cenire d’une quadrique fize
du faisceau se trouvent sur une C (14).

17. — Le centre de la conique, section d’une quadrique 3, d’un
faisceau homofocal par le plan polaire o d’un point fixe S relative-
ment d une quadrique variable 3 du faisceau, décrit une C. ayant
le centre de 3 pour point iriple et les axes de symétrie pour tangentes.

La plan de l'infini étant en effet osculateur a la parabole
gauche qu’oscule «, il suffit d’appliquer le théoréme 13.

Relativement a la quadrique ¥ d’équation

le plan polaire  du point S(z,, ¥,, 2,) est donné par

a? -+ A

YYo
b% - A

23,

et 4+

+ + (2)
et coupe la quadrique ¥, d’équation (1) ou on fait A = 0, suivant
une conique dont le centre A est sur le diamétre conjugué a o
et d’équations

xaQJ,—)\__ b* x4 .
2 =Y b2 = 23 . (3)
a’x, Yo ¢z,

Les coordonneées de A, tirées de (2) et (3), sont dong, si on pose

A= a2 (B 4 0+ N7 bR (e ) a4 )2

+ ez (a?  N2(BE 4 )°

S

2.,
Ly

z o= T30 X (B2 4 N2 (2 4 )

y ="t 1) (e + 0 (e 402

2
c® 3,

2= (¢® + A) (a® + X)2(b* - )2

La projection orthogonale A" d’un point fize S’ (x', v/, z') sur
o décrit aussi en général une Cz a point triple S” (13).
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Les équations de S’A’ étant

a0 , b?
r — X = — .
( ) % v —y)— Py

l
—~~
)
|
N‘
SN—

les coordonnées de A’ sont, si on pose

_ zyx’ Yoy’ %2’ |
b=t otain

) 2 Yo ? 2 ?
Q“<w+o*«ﬁ+m>+ﬁh+0‘

Z, '1'—P __' Yo 1— P
az_{_)\ Q ’ y=y +b2_‘_;\' Q

z = z' +

En supposant ' = x,, y’ = y,, 2’ = 2,, on obtient les équations
du lieu des pieds des normales issues de S, aux quaquues homo-
]‘ocales (15). L’z d’un point du lieu est

YR+ NP (af — BY) + 2 (B + N (0 — ¢ + (B2 NP(e2 4 0)?

x = x,(a® + 1)

22 (b 4+ N2 (e? + N)? + g2 (e + N (a? + N2 + 2 (a? + X2 (B + )7

y et z s’obtiennent par permutation. C’est le résultat de M. Loria.
'S1 2’ =y =z’ = 0, les équations (4) sont

x (@® + X) (B2 + N)*(c* + A)?
oxz(bz—I—)\)2(02+)\)2+y§(02+)\)2(&2+7\)-2+ zﬁ(az—l—)\)z(bz—}-)\)?

et ses analogues.

18. — Sotent sur une quadrique 3 pouvant avoir un point
double S, (w'), (%") deux coniques sans point double dont les plans
se coupent suivant une droite s rencontrant ¥ en X, Y; X, y les
.rayons issus de X, Y, d’un systéme réglé (5‘) = (a, b, ...) de 3;

- x', x” les tangentes en X a (), (8"); C, une courbe gauche
A ordre n ayant les rayons de (3) pour unisécantes, ou (n—1) — 1
sécantes si le point (n— 2) -uple S existe, et qui ne passe ni par X
ni par Y; A’, A", A les poinis de a sur (s'), (8"), C,; k un nombre
donné différent de 0, de 1 et de w. Le lieu du point Agtel que l’on ait
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(A’ A" A A,) = k est une courbe C,,_, d’ordre n+2 qui passe par
X, y, par les 2n points communs & C, et (&) ou ("), el qui admet
les rayons de (3) pour unisécantes.

C,., peut étre dite la transformée anharmonique de G, pour
les coniques (@), (") et le coefficient & *.

Un plan « mobile autour de s engendre un faisceau («) projectif
a linvolution I, du ne ordre décrite par les n rayons g,
i =1, 2, ... n, de (3) issus des points aC,. Si ¢ est une directrice
de (3), ou un rayon de (3) lorsque S existe, le plan 7, passant
par s et tel que s (z' 2" « 2,) = k engendre un faisceau qui, etant
projectif a (o), I’est aussi & l'involution de plans du n¢ ordre
ql,,. Les droites « , — (ga;) décrivent une surface 3,, , | d’ordre n + 1
qui admet ¢ pour droite n-uple et qui ne contient ni x ni y; elle
recoupe donc ¥ suivant une courbe C,.,. Le point X de G, ,,
provient du point de G, sur z.

La tangente t, a C, ., en X est telle que

(' 2" xt,) = k|

car on a X (A" A” A Ay) = k et lorsque a se rapproche indéfini-
ment de z, les positions limites des droites XA’ XA" XA, XA,
sont z’, ", z, ..

Lorsque C,, passe par X et y admet une tangente x,, le lieu
de A, est une courbe G, ., passant par X avec une tangente t,
telle que (x' x" x4 t,) = k, pourvu que l'on ait (x' x" x; X) 2 k;
mais st (x' x" x, x) = k, le lieu de A, est une courbe G, qui rencontre
X au point de contact de ¥ avec le plan sx. En effet, I'involution I
est remplacée par une involution d’ordre n -1, 3, ., par une
surface 3, d’ordre n qui ne contient z que si (z’ " z, x) = k.

COROLLAIRE. —Si1 n=2, on obtient la construction de VIETORIS
pour une biquadratique de seconde espece a l'aide de trois
coniques (Suzungsberichte der Wriener Akademie, t. CXXYV,
1916, p. 259; Lor1a, op. cit., p. 278; Mathesis, 1927-173, 1929-87).

Si n=3, on construit une C. al’aide de deux coniques et d’une

1 On peut comparer cette transformation & celles que nous avons étudiées pour la
gtométrie plane dans deux notes insérées dans Mathesis: Surune courbe hyperharmonique

de deux aulres (1929-146), Sur la ligne anharmonique cenirale de trois lignes donndes
(1929-368).
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cubique gauche. M. HreLmMaNN (loc. cit., pp. 9-11) ’établit pour
k= —1 et étudie, pour £ = — 1, la génération réciproque,
déja traitée par M. BErTINI pour k£ quelconque dans le cas
de la biquadratique gauche, et que nous allons généraliser.

19. — Une courbe C,, d’ordre n admettant les rayons d’un systéme
réglé pour (n—1)-sécantes peut étre regardée de o2 maniéres comme
la transformée anharmonique d’une courbe analogue G, , d’ordre
n-2, relativement d deux coniques (w'), (8") et 4 un coefficient k
donne différent de 1, de O et de .

Soient z, y et x,, y, les rayons unisécantes et les tangentes
relatifs aux points d’appui X, Y de l'une quelconque s des ®?

“bisécantes de C,. Si on choisit X, Y de maniere que z,, y, ne se
coupent pas, il existe un ou deux couples de plans ©’, ©” passant
par s, et tels que Ion ait R

[N

s(@'e’xe) = sl & vy =1

La transformée anharmonique de C, relativement & :— et aux
coniques ('), (B") est, en vertu de ces égalités, une courbe G,_, ne
passant ni par X ni par Y (18); celle de C,,_, pour le coefficient &
est une courbe C, tangente en X a z;, en Y & y; et qui contient
les 2n—4'points de C,_, dans %', ©". C, ayant 2n points communs

.avec G, coincide avec C, car celle-ci, pouvant étre engendrée &
I’aide d’une correspondance (1, n—1) entre les deux systémes de
génératrices de la quadrique support est déterminée par 2n-1
' points.

REMARQUE. — A chacune des (n-2) (2rn-5) bisécantes joignant
~deux des 2 (n—2) points o G, est tangente & une directrice du
systeme réglé sont attachées oo’ dé telles transformations car
x et y, se coupent de méme que y et z,; les couples de plans
®’, ©” engendrent deux faisceaux projectifs, de plans doubles
xS, Ys.
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