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SUR LES ÉLÉMENTS DE L'ANALYSE GOMBINATOIRE

PAR

Yiggo Brun (Trondhjem, Norvège).

1. — Comment présenter les éléments de l'analyse combinatoire

dans l'enseignement élémentaire La question est à la fois
délicate et très importante. En effet, la connaissance des premiers
éléments du calcul des probabilités devient de plus en plus
indispensable. Elle exige la possession des notions fondamentales
de l'analyse combinatoire. Mais j'estime que la manière dont on
traite d'ordinaire cette analyse n'est pas satisfaisante. Bien
qu'elle soit tout à fait élémentaire, elle est assez difficile pour le

débutant. La distinction entre permutations, combinaisons et

arrangements n'est pas facile à retenir, et des mots comme
éléments, groupes et systèmes sont trop abstraits pour éveiller
l'intérêt et pour fixer les idées.

Lors de la publication de la réédition du traité de Netto:
Lehrbuch der Combinatorik,2. Aufl. 1927, j'ai introduit (voir
chapitre 14) une fonction combinatoire nouvelle, la « fonction
de distribution » (Verteilungsfunktion). Dans sa forme générale
cette fonction est plus compliquée, qu'il serait nécessaire, s'il
s'agit seulement d'introduire dans l'enseignement les permutations,

les combinaisons et les arrangements. On peut dans ce cas
se borner à traiter la fonction de distribution sous une forme
particulière. Je me permets donc de proposer, dans ce qui va
suivre, une nouvelle manière de traiter l'analyse combinatoire
pour l'enseignement élémentaire.

2. —Definition de la fonction de Soit D r;
-j>, ß, p) nombre de manières de distribuer boules noires,
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b boules blanches et r boules rouges dans des urnes pouvant,
renfermer respectivement v boules, ß boules et boules.

n k

#•0000—
I 11 I

v ß

Fig. 1.

La distribution de boules à l'intérieur de chaque urne est.

indifférente. On ne fait pas de distinctions entre les boules de-

même couleur. Si cette distribution est possible, il faut que

nJrb-{-...-\-r vp.

Sinon, nous avons

I) (n b r; v p) 0

Exemple 1. — Déterminons D (3,2; 1,4), c'est-à-dire le-

nombre de manières de distribuer 3 boules noires et 2 boules
blanches dans deux urnes pouvant renfermer respectivement^
1 boule et 4 boules.

• ••oo
Fig. 2.

La distribution peut s'effectuer des deux manières suivantes::

W l«T)Oi Düi
' Fig. 3* Fig. 4.

On a par conséquent

I) (3 2 ; J 4)

Exemple 2. — Déterminons D (1, 4; 3, 2), c'est-à-dire le-

nombre de manières de distribuer 1 boule noire et 4 boules,
blanches dans deux urnes pouvant renfermer respectivement
3 boules et 2 boules.
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La distribution peut s'effectuer des deux manières suivantes:

QQ1IQQI

Fig. 5.

1QQÖ mü
Fig. 6.

On a par conséquent

D (1 4 ; 3.2)

3. — Dualisme. Ces deux exemples montrent que

D (3 2 ; 1 4) D (1 4 3,2).

Ce résultat n'est pas un fait fortuit. Nous pouvons démontrer
que les nombres se rapportant aux boules et les nombres so

rapportant aux urnes peuvent changer de place:

D (n ,br;v ß,p) D (v p ; • (1)

Je me borne, pour fixer les idées, à démontrer ce dualisme à
notre exemple

D (3 2 ; 1,4) D(1,4; 3,2).

Pour rendre cet énoncé immédiatement évident, il faut
modifier légèrement les règles de distribution.

En premier lieu je change les couleurs noir et blanc dans la
seconde fonction en vert l=~^l (fig. 7) et en rouge (fig. 8).

Puis je m'imagine que les deux urnes dont il est question dans
la première fonction soient remplies d'un fluide vert et d'un
fluide rouge. De même je m'imagine que les deux urnes de la

D(3 2 ; 1 4)

OO

D(1 4 ; 3,2)

t=j
3 a

Fig. 9.
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seconde fonction sont remplis d'un fluide noir et d?un fluido
blanc. Je suppose que les fluides teignent la moitié inférieure des
boules quand elles sont placées dans les urnes. Si nous relevons
les boules elles sont alors toutes teintées de deux couleurs.

Nous pouvons donc donner à la règle de distribution
D (3, 2; 1, 4) la forme suivante: Teindre 5 boules de bois de
manière que 3 boules soient noires et 2 blanches sur la moitié
supérieure, et que 1 boule soit verte et 4 boules rouges sur la
moitié inférieure.

De même nous pouvons donner à la règle de distribution
D (1, 4; 3, 2) la forme suivante: Teindre 5 boules de bois telles
<jue 3 boules soient noires et 2 blanches sur la moitié inférieure,
et que 1 boule soit verte et 4 boules rouges sur la moitié
supérieure.

Ces deux énoncés ne diffèrent que par la place des deux mots
<( inférieur » et « supérieur ». Le dualisme est alors évident.

4. — La fonction de distribution D (1, 1; v, Cette
*

fonction, et la fonction dualiste D è, r; 1, 1), sont assez

m

générales pour renfermer les permutations, les combinaisons
•et les arrangements. C'est donc le seul cas de la fonction de

distribution qu'il faut étudier ici.
Commençons par étudier D (1, 1... 1; t, 1, 1).

m

m

uuu-uJTl

Fig. 10.

On voit immédiatement que

D (1 ; 1) 1 et D (1 ; t ; 1 1) 2.

On en conclut par induction
• " - '* - nombre de permùtations

D ; m 1

de objets différents.
<2>

m m
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Cela posé nous pouvons étudier

m
•O©— ®

I ILM I

V ß f
Fig. 11.

Nous supposons que la distribution soit possible:

v-j-j3-J-...-|-p m.

Le problème peut être résolu indirectement en nous appuyant
sur la connaissance de D (1, 1; 1, 1). Nous commençons
par étudier l'effet d'une substitution de la première urne (v)

par v urnes pouvant renfemer respectivement 1 boule. Supposons

pour cela, qu'ayant distribué les boules dans les urnes, nous
relevons les v boules de la première urne pour les distribuer
dans v urnes simples. Cela peut se faire de v manières.

m
#o© ®

1 U---I I

v p

UUÜ
v

Fig. 12.

Nous obtenons donc

' VcV ß, p)vlD(1v P p)

m v m

Il s'ensuit, en continuant de la même manière, que

D ; v > ß > •p) D ; 1 1
' ß' • * * P)

m m v

Ü (1 1 1 ; v p)

m
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Or le théorème dualiste s'ensuit immédiatement

I)(7i, b,...r\1 1 1) —-y .(4)
Il « (/ • * • * / «

OÙ

Tb "~j— b -|— •.. V Yïl

C'est ce qu'on a appelé permutations avec répétition.

5. — Combinaisons simples. Un cas particulier de la formule
(3) nous donne

D (1 1 ; ¥ n —v)
m! =(m) (5)

— — y — v) V v
m

m
#o—©

1 1 L J
ym-v

Fig. 13.

Nous observons qu'on peut omettre de remplir là deuxième
urne. La première étant remplie, il ne reste qu'une seule

manière de remplir la deuxième. Il s'ensuit qu'il y a manières;

de choisir v objets entre m objets différents.

6. — Arrangements simples.Etudionsenfin un autre cas

particulier de la formule (3) :

"!
D(1 1 ; 1 .v. 1 m— v) ,* / r-Tv ' 1 1 1 (m — v)

m v

— m (m — 1) (m— v + 1) • (6)

m
*o©—®
ULIUL—J

V nv-v

Fig. 14.



ANALYSE COMBINATOIRE 237

Remarquons qu'on peut encore omettre de remplir la dernière

urne. Il s'ensuit qu'il y a m (m—1) — v + 1) manières
de choisir v objets entre m objets différents quand on tient
compte de l'ordre.

7. — Formule d'addition. En regardant une figure on voit
immédiatement que

D(r, b r ;1 1) D — 1 b r ; 1 1)

m

-j- D (n b — 1 r -, 1 1) + -j- D [n — 1 ; 1 1) (7)

m—1 1

On peut d'ailleurs vérifier (7) au moyen de la formule (4).
Comme cas particulier on obtient

8. — Pour traiter des problèmes plus compliqués il faut introduire

la fonction générale de distribution. (Voir Netto, Chap. 14.)
Il me semble que cette manière de traiter l'analyse combinatoire

a certains avantages. La notion « fonction de distribution » est
naturelle et conforme à l'idée de dualisme, qui est d'une grande
Importance dans l'analyse combinatoire. Ce dualisme a été étudié
par MM. Mac Mahon et Th. Skolem.

(Novembre 1929.)
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